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AVANT PROPOS

Ce fascicule est destiné tout d’abord aux étudiants de
l’UFR "Sciences et Modélisation"

(ancienne l’UFR MI2S) de l’Université Victor Segalen Bordeaux 2, qui veulent apprendre
les notions fondamentales de la statistiques mathématiques. Le contenu de ce fascicule est
une synthèse des des cours de statistique que j’ai donné à l’Université Bordeaux 2, l’Univer-
sité Bordeaux 1 et l’Univrsité Bordeaux 4 dans les années 1992-2002. Il est supposé que les
étudiants aient la connaissance avec des notions fondamentalles de la théorie de probabilité
pour apprendre la première partie de cours et de la théorie des processus stochastiques pour
la deuxième partie, exposées par exemple, dans le fascicule

"Calcul des Probabilités et Introduction aux Processus Aléatoires", 2000/2001, UFR
MI2S, (V.Bagdonavǐcius, V.Nikoulina et M.Nikulin). Il y a une corrélation forte positive
entre ces deux cours.

Il faut remarquer qu’à la base de cet ouvrage se trouvent les mêmes idées statistiques
qui étaient exposées dans les deux polycopies de C.Huber et M.Nikulin :

"Transformations des variables aléatoires. Applications au choix et à la réduction d’un
modèle statistique", (1991), UFR "Etudes Médicales et Biologiques", Université Paris 5,
et "Applications Statistiques des Transformations des Variables Aléatoires", (1993), UFR
MI2S, Université Bordeaux 2.

Pour traiter bien les données, c’est-à-dire pour mener à bien les estimations et les tests
classiques, paramétriques ou non paramétriques, on transforme les observations brutes en
calculant des statistiques bien choisies qui doivent avoir les propriétés suivantes :

1. Perdre le moins d’information possible, éventuellement pas du tout et c’est le cas des
statistiques exhaustives, tout en réduisant au minimum le volume initial des observations.

2. Etre calculable ou avoir une bonne approximation. Par exemple s’il s’agit d’un esti-
mateur obtenu par la méthode de maximum de vraisemblance, il se peut que l’on ne puisse
en obtenir aisément qu’une valeur approchée au premier pas à partir d’un estimateur moins
bon.

3. Leurs lois doivent être, soit connues explicitement, soit admettre une bonne approxi-
mation. Bonne voulant dire à la fois simple à calculer et ayant une bonne vitesse de conver-
gence vers la vraie valeur.

Ce qui suit donne, grâce à des transformations appropriées des observations, des statis-
tiques qui ont ces propriétés et aussi de bonnes approximations des lois usuelles et permet
ainsi de n’utiliser essentiellement que deux tables : celle de la loi normale standard et celle
des lois gamma (ou chi-deux). Des exemples illustrent l’application de ces méthodes, qui
donnent des approximations meilleures ( vitesse de convergence plus rapide) que les ap-
proximations usuelles.

Ces techniques sont très utiles pour tous les statisticiens qui travaillent sur des pro-
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blèmes concrets, en particulier pour les ingénieurs, mais aussi, et c’est moins connu, dans
les domaines de la médecine, de la biologie et de la sociologie.

De plus cette approche nous permet de considérer "les transformations des variables
aléatoires" comme le synonyme d’une partie de "la statistique mathématique", qui est basée
sur la théorie de la probabilité. Ce point de vue sur le rôle des transformations des variables
aléatoires dans la statistique a été exprimé tres nettement par Professeur L.N. Bolshev dans
ces articles, voir, par exemple, (1959), (1963) etc.

Dans cette optique C.Huber, T.Smith and M.Nikulin ont préparé le manuscript"Intro-
duction to the Theory of Statistical Inference",(1992), Departement of Mathematics and
Statistics, Queen’s University, Kingston, Canada. Ce manuscrit a été largement utilisé pour
créer la base du cours de la statistique que j’ai donné à Queen’s University en 1991-1992,
ainsi que les cours de statistiques donnés au sein de l’UFR MI2S à l’Université Bordeaux
2.

Il faut noter que pour préparer le cours actuel nous avons utilisé aussi les livres suivants :
V. Bagdonavǐcius & M.Nikulin, "Accelerated Life Models", 2002,

Chapman&Hall/CRC : Boca Raton,
C.Huber,"Statistique au PCEM",1992, Masson, Paris,
V.Voinov & M.Nikulin, "Unbiased Estimators and Their Applications.Vol.1 : Univa-

riate Case"1993, Kluwer Academic Publishers, Dortrecht),
V.Voinov & M.Nikulin, "Unbiased Estimators and Their Applications.Vol.2 : Multiva-

riate Case", 1996, Kluwer Academic Publishers, Dortrecht,
P.E.Greenwood & M.Nikulin,"A Guide to Chi-Squared Testing", 1996, John Wiley and

Sons, New-York,
Encyclopaedia of Mathematics, 1994, (Editor : M.Hasewinkel), Kluwer Academic Pu-

blishers,v. 1-10,
Probability & Mathematical Statistics : Encyclopaedia, 1999, (Ed. : Yu.V.Prokhorov),

Big Russian Encyclopaedia,Moscow,
d’où était tiré la plupart des exemples, définitions, remarques, exercises et démonstrations
des résultats à caractère théorique pour construire les cours de statistique que nous avons
donné à l’Université Bordeaux 2 (DEUG, Licence et Maîtrise de la filère MASS, DESS et
DEA de la filière Sciences Cognitive à l’UFR MI2S, DESS de Statistique Appliquée aux
Sciences Sociales et de Santé de l’ISPED. Ce cours est lié avec d’autres cours de statis-
tiques donnés à l’Université Bordeaux 2 ( les UFR’s STAPS, Sciences de la Vie, Sciences
Pharmaceutiques, l’ISPED) et peut-être bien utilisé comme le support de base dans l’en-
seignement des cours de statistiques de niveau de DESS et DEA orientés vers le milieu
biomédicale, ainsi que pour les sciences sociales et économiques. En particulier, il est bien
adapté pour le DESS "Statistique Appliquée aux Sciences Sociales et de la Santé" et DEA
d’Epidémiologie (Option Biostatistique)à l’Institut de Santé Publique, d’Epidémiologie et
de Développement. Cet ouvrage est tres lié avec notre ouvrage précident "Statistique ma-
thématique : Théorie, Méthodes and Applications", (2000/2001).

Dans ces cours nous avons essayé d’exposer les idées et les notions fondamentales de
la statistique mathématique en termes de définitions, exemples et remarques et d’introduire
les techniques des transformations des données et les méthodes statistiques que l’on utilise
souvent dans les applications. Tout cela ensemble permet d’apprendre les bases fondamen-
tales de la statistique mathématique, d’apprendre à travailler avec des logiciels et des tables
statistiques, de construire des modèles probabilistes et de faire des inférences statistiques,
et par conséquent, à être pret de travailler dans les différents domaines d’applications des
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modèles et méthodes de la statistique mathématique. Il est évident que ce cours de statis-
tique reflète des intérets statistiques des auteurs et que nous avons traité plus profondément
les thèmes qui sont proches aux thèmes de recherches, développés au sein du Laboratoire
"Statistique Mathématiques et ses Applications" de l’Université Bordeaux 2. Il faut noter
que parallelement à l’Université Bordeaux 2 on fait d’autres cours de statistiques, qui sont
plus appliqués et où on considère des méthodes d’analyse des données, de la statistique
multivariée, de l’analyse des régressions et surtout de l’analyse de survie dans le cadre des
cours de statistiques de l’ISPED.

Vu l’importance d’applications des modèles semiparamétriques avec des covariables dé-
pendant du temps dans l’analyse de survie, en fiabilité, dans l’économie etc., nous avons mis
quelques résultas récents, liés avec la théorie des épreuves accélérées. Plus d’informations
on peut voir, par exemple, dans nos monographies avec V.Bagdonavičius “Semiparametric
Models in Accelerated Life Testing”, (1995), et "Additive and Multiplicative Semiparame-
tric Models in Accelerated Life Testing and Survival Analysis", (1998).

A la fin il faut ajouter que nos cours de statistiques sont accompagnés des travaux pra-
tiques en Statistiques avec l’utilisation de SPSS.

Je remercie mes collegues des Universités Bordeaux 1, 2 et 4, de l’Université Paris
5, et tous les participants au Séminaire Statistique des Universités de Bordeaux et du Sé-
minaire Européan "Mathematical Methods in Survival Analysis and Reliability", avec les-
quels nous avons discuté sur les problèmes d’enseignement de la statistique. Les discus-
sions ont été très intéressantes et très utiles pour nous, et surtout avec A.Alioum„ Ch.Bulot,
D.Commenges, V.Couallier, L.Gerville-Réache, H.Lauter, M.Mesbah, J.Poix, V.Solev, V.Voinov.

Mikhail Nikouline
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Chapitre 0

LOIS USUELLES.
APPROXIMATIONS.

0.1 Lois discrètes. Approximations normale et de Poisson.
Théorème limite central

Ici nous allons exposer des lois probabilistes que l’on utilise souvent en applications sta-
tistiques, des liaison entre elles et des approximations utiles. Plus d’information à ce sujet
on peut trouver dans les publications de L.Bolshev (1963), C.Huber et M.Nikulin (1993),
où, en particulier, est exposé la théorie des transformations asymptotique de Pearson, dé-
veloppée par L.Bolshev, voir aussi, L.Bolshev et N.Smirnov (1968), M.Nikulin (1984),
Bagdonaviv̧uis et Nikulin (2002).

Définition 1. On dit qu’une variable aléatoire discrèteX suit la loi de Bernoulli de
paramètrep, p∈ [0,1], si X ne prend que 2 valeurs 1 et 0 avec les probabilités

p = P{X = 1} et q = 1− p = P{X = 0},

i.e.
P{X = x}= px(1− p)1−x, x∈ {0,1}. (1)

Il est clair que

EX = p, Var X = EX2− (EX)2 = pq≤ 1
4
.

On remarque que
Var X
EX

= q < 1.

Définition 2. SoientX1, ...,Xn des variables aléatoires indépendantes et qui suivent la
même loi de Bernoulli (1) de paramètrep. Dans ce cas on dit que la statistique

µn =
n

∑
i=1

Xi

suit la loi binomialeB(n, p) de paramètresn et p, 0≤ p≤ 1, et on noteµn∼ B(n, p).
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Il est facile de montrer que

P{µn = k}=
(

n
k

)
pk(1− p)n−k, k∈ {0,1, ...,n}, (2)

Eµn = np, Var µn = np(1− p) = npq.

La fonction de répartition deµn est

P{µn≤m}=
m

∑
k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−k = 1− Ip(m+1,n−m) =

I1−p(n−m,m+1), 0≤m≤ n, (3)

où

Ix(a,b) =
1

B(a,b)

∫ x

0
ua−1(1−u)b−1du, 0 < u < 1, (4)

est lafonction Béta incomplète de Euler(a > 0, b > 0),

B(a,b) =
∫ 1

0
ua−1(1−u)b−1du (5)

la fonction Béta de Euler.
Exemple 1. SoitX1, ...,Xn une suite de variables aléatoires, qui suivent la même loi de

Bernoulli de paramètrep = 0.5 :

P{Xi = 1}= P{Xi = 0}= 0.5.

Notons
Sn = X1 + ...+Xn et τ = min{k : Sk > a},

oùa est une constante positive.
Construisons des variables aléatoires

Yn = Sτ+n−Sτ+(n−1), n = 1,2, ....

Il est facile de montrer queY1,Y2, ...,Yn, ... forment une suite de variables aléatoires indé-
pendantes, ayant la même loi de Bernoulli de paramètrep = 0.5 :

P{Yn = 1}= P{Yn = 0}= 0.5.

Définition 3. On dit qu’une variable aléatoireX suit la loi uniforme discrète sur l’en-
semble{1,2, ...,N}, si

P{X = k}=
1
N

, ∀k∈ {1,2, ...,N}.

Il est facile de montrer que

EX =
N+1

2
, Var X =

N2−1
12

.
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Définition 4. On dit que la variable aléatoire discrèteX suit la loi géométrique de
paramètrep, 0 < p < 1, si

P{X = k}= p(1− p)k, ∀k∈ {0,1,2, ...}.

On peut montrer que

EX =
1− p

p
, Var X =

1− p
p2 ,

et la fonction de répartition deX est

P{X ≤ n}=
n

∑
k=0

p(1− p)k = 1−P{X ≥ n+1}=

1− I1−p(n+1,1) = Ip(1,n+1), n∈ {0,1, ...}.
On remarque que

Var X
EX

=
1
p

> 1.

Définition 5. On dit que la variable aléatoire discrèteX suit la loi de Poisson de para-
mètreλ, λ > 0, si

P{X = k}=
λk

k!
e−λ, k∈ {0,1,2, ...}.

Il est facile de montrer que

EX = Var X = λ,

et donc
Var X
EX

= 1.

La fonction de répartition deX est

P{X ≤m}=
m

∑
k=0

λk

k!
e−λ = 1− Iλ(m+1),

où

Ix( f ) =
1

Γ( f )

∫ x

0
t f−1e−tdt, x > 0,

est la fonction Gamma incomplète de Euler avecf degrés de liberté,f > 0.
Pour les calculs très approximatifs quand les valeurs deλ sont assez grandes on peut

utiliser l’approximation normale simple :

P{X ≤m}= Φ
(

m+0.5−λ√
λ

)
+O

(
1√
λ

)
, λ→ ∞.
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0.2 Approximations normales et de Poisson

Théorème Limite Central de Moivre-Laplace. Soit{Xn}∞
n=1} une suite de variables

aléatoires indépendantes de même loi de Bernoulli de paramètrep, 0 < p < 1 :

P{Xi = 1}= p, P{Xi = 0}= q = 1− p,

µn = X1 + ...+Xn, Fn(x) = P
{

µn−np√
npq

≤ x

}
, x∈ R1.

Alors, uniformément par rapport àx, x∈ R1,

Fn(x)→Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt, n→ ∞.

Du théorème limite central il suit que pour les grands valeurs den

P
{

µn−np√
npq

≤ x

}
≈Φ(x).

Souvent on utilise cette approximation avecla correction de continuité0.5 :

P
{

µn−np+0.5√
npq

≤ x

}
≈Φ(x),

voir, par exemple, Greenwood & Nikulin (1996).
Théorème de Poisson.
Soit{µn} une suite de variables binomiales,µn∼ B(n, pn), 0 < pn < 1, telle que

npn→ λ, quand n→ ∞, où λ > 0.

Alors

lim
n→∞

P{µn = m}=
λm

m!
e−λ.

En pratique cela signifie que pourn “grand” et p “petit” on obtientl’approximation de
Poissonde la loi binomialeB(n, p) par une loi de Poisson de paramètreλ = np :

P{µn = m} ≈ λm

m!
e−λ.

On peut montrer (J.L. Hodges et L. Le Cam, 1968) que

sup
x
|

x

∑
m=0

(
n
m

)
pm(1− p)n−m−

x

∑
m=0

λm

m!
e−λ| ≤ C√

n
, avec C≤ 3

√
λ.

Théorème Limite Central de Lévy.
Soit{Xn}∞

n=1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi telle que

EXi = µ et Var Xi = σ2
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existent. NotonsSn = X1 + ...Xn. Alors, uniformément par rapport àx∈ R1

P
{

Sn−nµ
σ
√

n
≤ x

}
→Φ(x), n→ ∞.

Corrolaire 1 . Dans les conditions du Théorème de Lévy on a : quelque soitε > 0

P{|1
n

n

∑
j=1

Xj −µ| ≥ ε}= P
{∣∣∣∣

Sn−nµ
σ
√

n

∣∣∣∣ >
ε
√

n
σ

}

≈ 2Φ
(
−ε
√

n
σ

)
.

Par exemple, siε = 3σ/
√

n, alors

P{|1
n

n

∑
j=1

Xj −µ| ≤ ε} ≈ 0.997,

si ε = 2σ/
√

n, alors

P{|1
n

n

∑
j=1

Xj −µ| ≤ ε} ≈ 0.965.

0.3 Lois continues. Liaisons entre des lois

Définition 1. On dit qu’une variable aléatoireU suit la loi uniforme sur[a,b], si la
densité de probabilité deU est donnée par la formule:

f (x;a,b) =
1

b−a
1[a,b](x), x∈ R1.

La fonction de répartition deU est

F(x;a,b) = P{U ≤ x}=
x−a
b−a

1[a,b](x)+1]b,+∞[(x), x∈ R1.

Il est facile de vérifier que

EU =
a+b

2
, Var U =

(b−a)2

12
.

Remarque 1.SoitX une variable aléatoire continue. NotonsF(x) sa fonction de répar-
tition. Il est facile de vérifier que la variable aléatoireU = F(X) suit la loi uniforme sur
[0,1]. Souvent on dit que pour obtenirU on a appliquéela transformation de Smirnov.

Définition 2. On dit qu’une variable aléatoireZ suit la loi normale standardN(0,1) ou
réduite, si la densité de probabilitéϕ(x) deZ est donnée par la formule

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2, x∈ R1. (1)
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La fonction de répartition correspondante joue un rôle important dans la suite. Aussi lui
donne-t-on un nom particulier, on l’appelleΦ :

Φ(x) = P{Z≤ x}=
1√
2π

∫ x

−∞
e−z2/2dz, x∈ R1. (2)

De (2) on déduit que
Φ(x)+Φ(−x)≡ 1, x∈ R1. (3)

Soit x un nombre quelconque fixé et soit

p = Φ(x), 0 < p < 1. (4)

Si nous notonsΨ(y) = Φ−1(y) la fonction inverse dey = Φ(x), 0 < y < 1, de (3) et (4) il
résulte que

Φ[Ψ(p)]≡ p et Φ[Ψ(1− p)]≡ 1− p (5)

pour toutp, 0 < p < 1. De plus comme

Φ(−x) = 1−Φ(x) = 1− p et −x = Ψ(1− p),

quandx = Ψ(p), on en déduit que

Ψ(p)+Ψ(1− p)≡ 0, 0 < p < 1. (6)

Il est connu queEZ = 0, Var Z = 1.
Soit X = σZ+µ, où Z ∼ N(0,1), |µ| < ∞, σ > 0. Dans ce cas on dit queX suit la

loi normaleN(µ,σ2) de paramétres

µ= EX et σ2 = Var X. (7)

La densité deX est

1
σ

ϕ
(

x−µ
σ

)
=

1√
2πσ

exp

{
−(x−µ)2

2σ2

}
, x∈ R1, (8)

et la fonction de répartition est

P{X ≤ x}= Φ
(

x−µ
σ

)
, x∈ R1. (9)

Définition 3. On dit qu’une variable aléatoireχ2
f suit la loi de chi-deux àf degrés de

liberté, f > 0, si sa densité de probabilité est donnée par la formule

qf (x) =
1

2
f
2 Γ

(
f
2

)x
f
2−1e−x/21]0,∞[(x), x∈ R1, (10)

où

Γ(a) =
∫ ∞

0
ta−1e−tdt, a > 0 (11)

est la fonction Gamma de Euler.
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Nous allons noterQf (x) = P{χ2
f ≤ x} la fonction de répartition deχ2

f . Par des calculs
directs il est facile de montrer que

Eχ2
f = f et Var χ2

f = 2 f . (12)

Cette définition de la loi du chi-deux n’est pas constructive. Pour construire une variable
aléatoireχ2

n, n∈ N∗, il suffit de prendren variables aléatoires indépendantesZ1, ...,Zn, qui
suivent la même loi normale standardN(0,1) et construire la statistique

Z2
1 + ...+Z2

n.

On peut montrer queP{Z2
1 + ...+Z2

n ≤ x}= Qn(x), i.e.,

Z2
1 + ...+Z2

n = χ2
n (13)

suit la loi de chi-deux àn degrés de liberté. Souvent (13) on prend pour la définition deχ2
n.

Nous allons suivre aussi cette tradition.
D’après le Théorème Limite Central il résulte que sin est assez grand alors on al’ap-

proximation normale:

P
{

χ2
n−n√

2n
≤ x

}
= Φ(x)+O

(
1√
n

)
.

On utilise aussi souvent pour la loi duχ2 l’approximation normale de Fisher, d’après la-
quelle

P{
√

2χ2
n−

√
2n−1≤ x}= Φ(x)+O

(
1√
n

)
, n→ ∞.

Les meilleurs résultats donne l’approximation normale de Wilson-Hilferty :

P{χ2
n≤ x}= Φ

[(
3

√
x
n
−1+

2
9n

)√
9n
2

]
+O

(
1
n

)
, n→ ∞.

Définition 4. On dit qu’une variable aléatoireγ f suit la loi Gamma àf degrés de liberté
( f > 0), si pour toutx > 0

P{γ f ≤ x}= Ix( f ), (14)

où

Ix( f ) =
1

Γ( f )

∫ x

0
t f−1e−tdt (15)

est la fonction Gamma incomplète de Euler.
Il est facile de vérifier que

1
2

χ2
2 f = γ f . (16)

En effet,∀x > 0 on a

P{1
2

χ2
2 f ≤ x}= P{χ2

2 f ≤ 2x}= Q2 f (2x) =
1

2f Γ( f )

∫ 2x

0
t f−1e−t/2dt.

En faisant le changement de variablet = 2u, on trouve que

P{1
2

χ2
2 f ≤ x}=

1
Γ( f )

∫ x

0
uf−1e−udu= Ix( f ) = P{γ f ≤ x},
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où γ f est une variable aléatoire qui suit la loi gamma àf degrés de liberté. En utilisant la
relation (16) on trouve que

Eγ f = E
1
2

χ2
2 f = f , Var γ f = Var

1
2

χ2
2 f =

1
4

Var χ2
2 f = f .

Si f = 1, alors de (14) on déduit

P{γ1≤ x}=
∫ x

0
e−tdt = 1−e−x, x > 0, (17)

c’est-à-dire que la variable aléatoireγ1 suit la loiexponentielle standard. De cette propriété
et de (16) on tire que12χ2

2 suit la loi exponentielle standard aussi.
Théorème 1SoientX1, ...,Xn des variables aléatoires indépendantes, qui suivent la

même loi exponentielle (17). Alors leur somme suit la loi gamma àn degrés de liberté, i.e.

X1 + ...+Xn = γn. (18)

Remarque 2. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètreλ,
λ > 0. Il est facile de montrer que pour toutm∈ N

P{X ≤m}= P{γm+1≥ λ}= P{χ2
2m+2≥ 2λ}=

1−P{χ2
2m+2≤ 2λ}= 1−Q2m+2(2λ). (19)

En effet, soitγm une variable aléatoire qui suit la loi gamma de paramètrem. Dans ce cas la
fonction de survie deγm est

P{γm≥ λ}=
1

Γ(m)

∫ ∞

λ
xm−1e−xdx=

1
Γ(m+1)

∫ ∞

λ
e−xdxm = P{γm+1≥ λ}− 1

Γ(m+1)
e−λλm,

i.e. on a reçu que

P{γm+1≥ λ}= P{γm≥ λ}+
λm

m!
e−λ,

d’où par la récurrence il résulte que pour toutm∈ {0,1,2, ...}

P{X ≤m}=
m

∑
k=0

λk

k!
e−λ = P{γm+1≥ λ}=

1
Γ(m+1)

∫ ∞

λ
xme−xdx.

Supposons maintenant queλ est grand (en pratique cela signifie queλ≥ 25). Comme

EX = Var X = λ

de l’inégalité de Tchebyshev il suit que nous pouvons compter que

m−λ = o(λ), λ→ ∞,

parce que pour chaquem, qui ne vérifie pas cette condition, la probabilitéP{X ≤m} coin-
cide pratiquement avec 0 ou avec 1. De l’autre côté, de la relation (19) et de l’approxima-
tion normale pour la loi du chi-deux on obtient l’approximation normale de Bolshev (1963),
d’après laquelle

P{X ≤m}= 1−P

{
χ2

2m+2− (2m+2)√
4m+4

≤ 2λ−2m−2√
4m+4

}
=
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1−Φ
(

λ−m−1√
m+1

)
+O

(
1√
λ

)
= Φ

(
m−λ+1√

m+1

)
+O

(
1√
λ

)
, λ→ ∞.

On remarque que en utilisant l’approximation normale de Fisher pour la loi de chi-deux on
obtient facilement une autre approximation normale de Bolshev :

P{X ≤m}= P{χ2
2m+2≥ 2λ} ≈ 1−Φ(

√
4λ−√4m+3) =

Φ(
√

4m+3−2
√

λ) = Φ(
√

4(m+0.5)+1−2
√

λ), λ→ ∞.

Le nombre0.5 dans la dernière formule peut être considéré comme lacorrection de conti-
nuitédans cette approximation.

En pratique cela signifie que

P{X ≤m} ≈Φ
(√

4m+1−2
√

λ
)
≈Φ(2

√
m−2

√
λ), λ→ ∞,

i.e., siλ≥25, alors la statistique
√

4X +1suit approximativement la loi normaleN(2
√

λ,1).
Les meilleurs résultats on obtient en utilisant l’approximation de Wilson-Hilferty, voir, par
exemple, Bolshev (1963), Huber et Nikulin (1993), Nikulin (1984), d’après laquelle

P{X ≤m}= P{χ2m+2≥ 2λ} ≈Φ

[
3
√

m+1

(
1− 3

√
λ

m+1
− 4

9(m+1)

)]
.

Définition 5. On dit que la variable aléatoireβ = βa,b suit la loi Béta de paramètresa
etb (a > 0,b > 0), si la densité deβ est

f (x;a,b) =
1

B(a,b)
xa−1(1−x)b−11]0,1[(x), (20)

où

B(a,b) =
∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1dt =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

(21)

est la fonction Béta de Euler.
En notant

Ix(a,b) =
1

B(a,b)

∫ x

0
ta−1(1− t)b−1dt (22)

la fonction incomplète Béta de Euler, on voit que

P{β≤ x}= Ix(a,b), 0 < x < 1, (23)

et
P{β > x}= 1− Ix(a,b) = I1−x(b,x), 0 < x < 1.

Il est facile de vérifier que

Eβ =
a

a+b
, Var β =

ab
(a+b)2(a+b+1)

. (24)

Remarque 4. Soitµn une variable aléatoire Binomiale de paramétresn et p. Il est facile
de montrer que pourm= 0,1, ...,n

P{µn≤m}=
m

∑
k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−k = I1−p(n−m,m+1). (25)
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Remarque 5. Soit γn et γm sont indépendantes. Il est utile de remarquer que les statis-
tiques

β =
γn

γn + γm
γn+m = γn + γm

sont indépendantes,β suit la loi béta de paramètresa = n et b = m, γn+m suit la loi gamma
àn+m degrés de liberté.

Définition 6. Soit

χ2
m =

1
2

γm
2

et χ2
n =

1
2

γ n
2

indépendantes. Dans ce cas on dit que la statistique

Fm,n =
1
mχ2

m
1
nχ2

n

=
nγm/2

mγn/2
=

1
Fn,m

(26)

la loi de Fisher àn etm degrés de liberté(m> 0, n > 0).
La fonction de répartition deFm,n est

P{Fm,n≤ x}= I mx
n+mx

(
m
2

,
n
2
), x > 0. (27)

On peut montrer que sin > 2, alors

EFm,n =
n

n−2

et sin > 4, alors

Var Fm,n =
2n2(n+m+2)

m(n−2)2(n−4)
.

Posant

Fm,∞ =
1
m

χ2
m,

on en tire l’approximation de Fisher, d’après laquelle pour toutm fixé

P{Fm,n≤ x}= P{χ2
m≤mx}+O

(
1√
n

)
, n→ ∞.

Si m= 1, on en déduit que

P{F1,∞ ≤ x}= P{χ2
1≤ x}= 2Φ(

√
x)−1.

Cette relation nous permet de calculer les valeurs deΦ(x) en utilisant les tables statistiques
de la loiF . La relation suivante

F1,n =
χ2

1
1
nχ2

n

= t2
n (28)

nous montre queF1,n représente le carré dela variable aléatoiretn de Studentàn degrés de
liberté, d’où on tire que pour chaquex∈ R1

P{F1,n≤ x2}= P{t2
n ≤ x2}= I x2

n+x2
(
1
2
,
n
2
) = 2Sn(|x|)−1, (29)
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où

Sn(x) = P{tn≤ x}=
1√
πn

Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

n
2

)
∫ x

−∞

(
1+

u2

n

)− n+1
2

du (30)

est la fonction de répartition de la variable aléatoiretn de Student àn degrés de liberté. La
variable aléatoiretn peut être construite par la façon suivante.

SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon normale,Xi ∼ N(µ,σ2). On construit deux statis-
tiques

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi et S2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2,

représentant les meilleurs estimateurs sans biais pourµ et σ2. Alors la variable aléatoire

tn =
√

n−1
X̄n−µ

Sn
(31)

suit la loi de Student àn degrés de liberté :

P{tn≤ x}= Sn(x), x∈ R1.

De (28) on tire que, sin→ ∞, alors, puisque

1
n

χ2
n

P→ 1, (32)

on a

Sn(x) = Φ(x)+O

(
1√
n

)
, x∈ R1,

i.e. pour les grandes valeurs den la loi de Student est approximée par la loi normale stan-
dard.

Par contre, si dans (28)-(30) on posen = 1, on en tire que la variable aléatoiret1 suit la
loi de Student à 1 degré de liberté

P{t1≤ x}= S1(x) =
1
π

∫ x

−∞

dt
1+ t2 , x∈ R1. (33)

Cette loi est plus connue sous le nom de la loi standard de Cauchy ou tout simplement de
Cauchy. Cette loi nous donne un très simple exemple d’une variable aléatoiret1, dont l’es-
pérance mathématique n’existe pas. Un autre exemple intéressant lié avec la loi de Cauchy
est le suivant.

SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon de la loi de Cachy de densité

1
π[1+(x−µ)2]

, x∈ R1,

avec le paramètre de translationµ, |µ|< ∞. Dans ce cas la statistique

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi

suit la même loi de Cauchy queXi et doncX̄n ne converge pas en probabilité versµ.
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Exercices 1.Soit X suit la loi standard de Cauchy . Montrer que les statistiques

1
X

,
2X

1−X2 ,
3X−X2

1−3X2

suivent la même loi de Cauchy.
Exercices 2.SoientX etY deux variables aléatoires standards normales indépendantes.

Trouver la loi deZ = X/Y.
Exercices 3.SoitX= (X1, ...,Xn) un échantillon,

P{Xi = k}=
1
k!

e−1, k∈ N,

i.e.Xi suit la loi de Poisson de paramètreλ = 1. Considérons la statistique

Sn = X1 + ...+Xn, n = 1,2, ....

1. Montrer queSn suit la loi de Poisson de paramètreλ = n :

P{Sn = k}=
nk

k!
e−n, k∈ N,

en particulier

pn = P{Sn = n}=
nn

n!
e−n, n∈ N∗.

2. En utilisant le théorème limite central montrer que

pn≈Φ
(

1
2
√

n

)
−Φ

(
− 1

2
√

n

)
≈ 1√

n
ϕ(0) =

1√
2πn

, (n→ ∞),

où Φ(·) est la fonction de répartition de la loi normale standard,ϕ(x) = Φ′(x).
3. En utilisant 1) et 2) obtenir la formule asymptotique de Stirling

n! ≈
√

2πnnne−n, (n→ ∞).

0.4 Epreuves de Bernoulli et marches aléatoires.

0.5 Représentation d’une suite d’épreuves de Bernoulli
indépendante

Considérons une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes avec la probabilité de
succèsp (0 < p < 1).

On peut représenter l’ensemble des résultats possibles de cette expérience à l’aide dela
marche aléatoired’une particule se déplaçant sur un treillisSdans le plan(xOy)

S= {(x,y);x∈ N;y∈ N}. (voir fig. 1)
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Donc, un résultat de l’expérience sera représenté par unchemindans letreillis S.
Si, après une épreuve, la particule se trouve au point de coordonnées(x,y), après l’épreuve
suivante elle se trouvera soit au point(x,y+1) avec la probabilitép s’il y a eu succès, soit
au point(x+1,y) avec la probabilitéq= 1− p s’il y a eu échec parce qu’il n’y a pas d’autre
possibilité.
Nous supposerons que le point de départ de la particule est l’origine des axesO(0,0). Soit
A0,A1, · · · ,An, · · · la suite des points obtenus à l’issue de l’expérience,A0 = O(0,0). Un
chemin dansSpeut être représenté par une ligne brisée reliant ces points (fig. 1).
On peut associer à cette expérience la suiteX1,X2, · · · ,Xn, · · · des variables aléatoires indé-
pendantes de Bernoulli,

Xi =
{

1, s’il y a eu succès à la i-ème epreuve,
0, s’il y a eu échec à la i-ème epreuve.

Ces variables aléatoires sont idépendantes par construction et

P{Xi = 1}= p et P{Xi = 0}= q.

0.6 Probabilités associées à une marche aléatoire reliant
2 points du treillis S

SoientAx etAX les points deSdont les coordonnées sont(x,y) et (X,Y) respectivement
(0≤ x≤ X;0≤ y≤Y).
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Un chemin reliantAx àAX comporte(X−x) déplacements horizontaux et(Y−y) déplace-
ments verticaux, chaque combinaison différente définissant un chemin différent ; le nombre
de chemins possibles relientAx àAX sera donc :

(
X−x+Y−y

X−x

)
=

(
X−x+Y−y

Y−y

)
. (1)

Il est évident que chacun de ces chemins a la même probabilité de réalisation égale à

pY−y(1− p)X−x, (2)

donc la probabilité d’arriver au pointAX en étant parti du pointAx est
(

X−x+Y−y
X−x

)
pY−y(1− p)X−x. (3)

En particulier, si on part de l’origineA0, la probabilité d’arriver enAX est
(

X +Y
X

)
pY(1− p)X. (4)

Remarque 1.De façon évidente, on déduit des formules précédentes que le nombre de
chemins possibles pour aller deAx(x,y) à AU(u,v) en passant parAX(X,Y) est égal au
produit du nombre de chemins allant deAx à AX par le nombre de chemins allant deAU à
AX.

0.7 Frontière absorbante

Nous allons nous intéresser aux expériences pour lesquelles la réalisation de la marche
aléatoire est limitée (avec la probabilité 1) par unefrontière absorbanteB (B⊂ S). Cela
signifie que l’expérience s’arrêtedès quela particule a atteint la frontière. Un pointb∈ B
est appelépoint limite ou point frontière. Si un chemin atteint ce point, il s’arrête. On dit
queb est une réalisation de la statistiquetemps d’arrêt.
Nous verrons plus tard que pour certaines expériences, la seule connaissance des coordon-
nées du point de la frontière où le chemin s’arrête nous permet d’estimer de la meilleure
façon le paramétrep lorsque celui-ci est inconnu.
La frontièreB est généralement définie par une équation de la formey = f (x). Nous allons
étudier différentes frontières et leur associer des variables aléatoires connues.

0.8 Marches aléatoires et distributions discrètes

Loi de Bernoulli (fig. 2)

Considérons une marche aléatoire à 1 pas dans un treillis limité par la frontièreB donné
par l’équation :

x+y = 1.
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Dans ce cas il existe seulement 2 points limites. Si nous considérons la variable aléatoire
X qui prend la valeur 1 lorsque le chemin se termine enA1(0,1) et la valeur 0 lorsqu’il se
termine enA′1(0,1) nous obtenons :

P{X = 1}= p et P{X = 0}= 1− p, 0 < p < 1.

La variableX suit une distribution de Bernoulli de paramètrep : X ∼ B(1, p) = B(p).
X représente le résultat d’une unique épreuve de Bernoulli.

On peut par exemple associer à cette épreuve un contrôle de qualité :
on contrôle un article dans une production et on lui affecte la note 1 s’il est deféctueux, 0
s’il est bon.

Loi Binomiale (fig. 3)

Considérons une marche aléatoire dans le treillisScommençant à l’origine et limitée par
la frontièreB d’équationx+y = n (le nombre de points frontières estn+1). Cette marche
comporten pas. Nous pouvons associer à cette marchen variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes de paramètresp : X1,X2, · · · ,Xn.
Considérons la statistique :

Tn =
n

∑
i=1

Xi .

Elle représente le nombre de succès au cours desn épreuves ou bien le nombre d’articles
défectueux dans un échantillon de taillen si on s’intéresse à un probléme de contrôle de
qualité.
Pour toutk = 0,1, · · · ,n l’événement{Tn = k} est équivalent à une marche aléatoire se
terminant au pointb deB de coordonnées(n−k,k). Par suite d’après (4)

P{Tn = k}= (
n
k

)pk(1− p)n−k, k = 0,1, · · · ,n,
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et donc la loi deTn estune loi binomiale de paramètresn et p, Tn∼ B(n, p).

Loi géométrique (fig. 4)

Supposons maintenant que la frontièreB a pour équationy = 1. Cela siginifie que la
marche aléatoire s’arrête dès qu’on a obtenu le premier succès. Les points limites sont dans
ce cas les points de coordonnées(x,1), x ∈ N, et la probabilité d’arriver au point(x,1)
par un chemin issu de l’origine est

p(1− p)x.

Nous pouvons associer à cette marche la variable aléatoireZ : rang du premier succès" ou
"rang du premier article défectueux"rencontré dans le lot.
L’événement{Z = k},k ∈ N∗, est équivalent à une marche aléatoire se terminant au point
deB de coordonnées(k−1,1) et par suite

P{Z = k}= p(1− p)k−1.

On dit queZ suit la loi géométrique de paramètrep : Z∼G(p).
On peut montrer que

EZ =
1
p

et VarZ =
1− p

p2 .

Loi binomiale négative (fig. 5)

On choisit la frontièreB donné par l’équationy = r. Cela signifie que l’expérience
cesse dès qu’on a obtenu ler-ème succès. Si la marche considérée comportek étapes,
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r ≤ k k∈ N, on doit avoirk− r déplacements horizontaux etr déplacements verticaux
mais le dernier pas est obligatoirement un déplacement vertical : le point(k− r, r) n’est
accessible qu’à partir du point(k− r, r − 1) et ce passage se fait avec la probabilitép.
Considérons la statistiqueSr , rang dur-ème succès.

Alors

P{Sr = k}=
(

k−1
r−1

)
pr−1(1− p)k−r p, k = r, r +1, · · · .

On dit queSr suit la loi binomiale négative de paramètresr et p, Sr ∼ NB(r, p).

Remarques

1. Si r = 1, on retrouve la loi géométrique de paramètrep : G(p).

2. SoientZ1,Z2, · · · ,Zr r variables aléatoires indépendantes de même loi géométrique
de paramètrep Zi ∼G(p). Alors la statistique

Sr =
r

∑
i=1

Zi

suit de façon évidente la loi binomiale négative de paramètresr et p et on en déduit
que

ESr =
r
p

et VarSr =
r(1− p)

p2 .

3. De la même façon, on constate que siZ1, · · ·Zn sontn variables aléatoires indépen-
dantes,Zi ∼ NB(r i , p), alors la statistique :

Un =
n

∑
i=1

Zi

suit la loi binomiale négative de paramètresr = ∑n
i=1 r i et p.

Loi de Polya (fig. 6)
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On choisit la frontièreB donnée par l’équationy = x+ r, r ∈ N∗. Cela signifie qu’on
arrête l’expérience dès que le nombre de succès est supérieur der au nombre d’échecs (ou
que le nombre d’articles défectueux dépasse der le nombre d’articles bons).
Une marche issue de l’origineO et s’arrêtant au point frontière de coordonnées
(k, r + k), k ∈ N, comporte donc(k,k+ r) étapes mais le point(k+ r,k) n’est accessible
qu’à partir du pointM(k,k+ r −1) par un chemin qui ne doit pas avoir encore rencontré
la frontière. Le nombre de chemins allant deO à M et qui touchent ou coupent la frontière
peut être calculé de la façon suivante : lorsque le chemin touche la frontièreB pour la
première fois on prend son symétrique par rapport àB : c’est un chemin qui arrive au point
M′(k−1,k+ r) (symétrique deM par rapport àB). Le nombre de chemins reliantO à M′
est égale à (

2k+ r−1
k−1

)

et le nombre de chemins reliantO àM est égale à

(
2k+ r−1

k

)
,

d’où on déduit donc que le nombre de réalisations possibles de la marche considérée est
égale à

(
2k+ r−1

k

)
−

(
2k+ r−1

k−1

)
=

(2k+ r−1)!
k!(k+ r)!

(k+ r−k) =
r

2k+ r

(
2k+ r

k

)
.

Si nous associons à cette marche la variableVr : rang de l’épreuve pour laquelle le nombre
de succès est pour la première fois supérieur der au nombre d’échecs, alors l’événement
{Vr = v} est équivalent à une marche partant de l’origine et comportantv étapes :
v− r/2 déplacements horizontaux etv− r/2 déplacements verticaux.
De façon évidente on doit avoirv≥ r etv− r ∈ 2N, c’est-à-direv = 2k+ r, k∈ N.
Dans ce cas, pourr > 0 on a :

P{Vr = v}= P{Vr = 2k+ r}=
r

2k+ r

(
2k+ r

k

)
pk+r(1− p)k.

Examinons le casr = 0. Nous devons dans ce cas considérer les chemins partant non plus
de l’origineO mais du pointA1(1,0).
Un raisonnement analogue du précédent nous montre alors que

P{V0 = 2k}=
[(

2k−2
k−1

)
−

(
2k−2

k

)]
[p(1− p)]k =

2(k−1)
(

2k−1
k

)
[p(1− p)]k .

Loi hypergéométrique (fig. 7)
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SoientN etM deux entiers positifs fixés et0≤M ≤ N.
Considérons une marche aléatoire dans le treillisS limitée par la frontièreB : x+y = N.
Nous nous intéressons plus particulièrement à la marche aléatoire partant de l’origine et
atteignant le pointB de coordonnées(N−M,M). Soit

Tn =
n

∑
i=1

Xi , où Xi ∼ B(p),

lesXi étant indépendantes, et doncTn∼ B(n, p). Nous savions queTN = M et il est intéres-
sant de savoir comment cette information influe sur la distribution de la statistiqueTn,n< N.
C’est-à-dire que, sachant que la marche a atteint le point(N−M,M), nous allons évaluer
la probabilité pour qu’aprèsn pas elle soit à un point donné de la frontière

β : x+y = n.

Nous cherchons donc la probabilité :

P{Tn = k|TN = M}=
P{Tn = k;TN = M}

P{TN = M} ,

où
Max(0,n+M−N)≤ k≤Min(n,M).

On sait que :

P{Tn = k;TN = M}=
(

n
k

)(
N−n
M−k

)
pk(1− p)n−k.pN−k(1− p)N−n =

=
(

n
k

)(
N−n
M−k

)
pM(1− p)N−M

et

P{TN = M}=
(

N
M

)
pM(1− p)N−M.

Par suite, la probabilité cherchée est égale à

P{Tn = k|TN = M}=

(
n
k

)(
N−n
M−k

)

(
N
M

) =

(
N−M
n−k

)(
M
k

)

(
N
n

) ,

où
1≤ n≤ N, 1≤M ≤ N, Max(0,n+M−N)≤ k≤Min(n,M).

Cette loi conditionnelle deTn est laloi hypergéométriqueH(N,M,n) de paramètresN,M
etn. On peut remarquer qu’elle ne dépend pas du paramètrep .
On peut montrer que siX suit une loiH(N,M,n), alors

EX =
nM
N

et Var X =
n(N−n)M(N−M)

N2(N−1)
.
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Chapitre 1

QUELQUES PROBLÈMES
CLASSIQUES DE LA STATISTIQUE
MATHEMATIQUE.

1.1 Problèmes d’estimation et de comparaison des proba-
bilités de succès.

Exemple 1. Estimation de la probabilité dans le schéma d’expériences de Bernoulli.
On a coutume de considérer l’hypothèseH0 : p = 0.5 selon laquelle la probabilité de la

naissance d’un garçon est la même que celle d’une fille. On possède beaucoup de données
statistiques pour sa vérification. Nous utiliserons ceux qui ont été données sur la Suisse :

entre 1871 et 1900 naquirent en Suissen = 2644757enfants et parmi eux

µn = 1359671 garçons et n−µn = 1285086 filles.

Est-ce que ces données confirment l’hypothèseH0 : p = 0.5?
Nommonssuccès( !) la naissance d’un garçon et posons la question autrement en uti-

lisant le schéma d’expériences de Bernoulli avec la probabilité de succèsp. L’hypothèse
H0 : p = 0.5 concorde-t-elle avec le fait que dans la série den = 2644757expériences la
fréquence de “succès” soit égale à

µn

n
=

1359671
2644757

= 0.5141?

Il est évident que si au lieu de l’hypothèseH0 : p= 0.5 on avait pris une autre hypothèse
H1 : p = 0.1, par exemple, alors cette hypothèseH1 serait rejetée par tous comme une
hypothèse peu probable (ou même impossible). La question est : sur quoi est basée cette
décision ?

La réponse peut être donnée puisqu’on sait que l’estimateur

p̂n =
µn

n
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de la probabilitép, p∈]0,1[, est basé sur la statistiqueµn qui suit une loi binomialeB(n, p)

P{µn = k|p}= Pp{µn = k}=
(

n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0,1, . . . ,n,

d’où on tire que
Epµn = np, Varµn = np(1− p),

et par conséquent pour toutp∈]0,1[

Ep
µn

n
= p et Var

µn

n
=

p(1− p)
n

.

De l’inégalité de Tchebyshev il suit que pour toutε > 0

Pp{|p̂n− p|> ε}→ 0, quand n→ ∞. (1)

Nous disons que{p̂n} est une suiteconsistante(cohérente) d’estimateurs sans biais du
paramètrep, puisque

Epp̂n = p et p̂n
Pp→ p.

La relation (1) on peut préciser, notamment, pour toutλ > 0 on a :

Pp{|p̂n− p|< λ
√

p(1− p)
n

} ≥ 1− 1
λ2 .

En particulier, siλ = 2, on en tire que

Pp{|p̂n− p|< 1√
n
} ≥ 0.75.

En utilisant l’approximation normale, basée sur le théorème limite central de de Moivre-
Laplace, on a

lim
n→∞

Pp





µn
n − p√
p(1−p)

n

≤ x



 = Φ(x) pour tout x∈ R1, (2)

où

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt, −∞ < x < ∞. (3)

En prenantα assez petit,0 < α < 0.5 ), ( on va appeler ce nombreα le niveau de significa-
tion, on peut affirmer, par exemple, que

Pp

{
−x̄α/2≤

√
n

p(1− p)
(
µn

n
− p)≤ x̄α/2

}
≈ 1−α, (4)

où le nombrēxα/2 est donné par

Φ(x̄α/2) = 1−α/2. (5)

La quantitéx̄α/2 s’appellequantile supérieur de niveauα/2 de la loi normale standard.
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Par exemple,

x̄α/2 = 3 est le quantile supérieur de niveauα/2 = 0.00135,

Pp

{∣∣∣∣
√

n
p(1− p)

(
µn

n
− p)

∣∣∣∣ > 3

}
≈ 0.0027= α,

tandis que

le quantilex̄α/2 = 4 correspond déjà àα/2 = 0.00003167(= 0.0000),

d’oú on tire que

P
{∣∣∣∣

√
n

p(1− p)
(
µn

n
− p)

∣∣∣∣ > 4

}
≈ 0.000063,

(en pratique cette probabilité= 0.000) et

P
{∣∣∣∣

√
n

p(1− p)
(
µn

n
− p)

∣∣∣∣≤ 4

}
≈ 0.999937

(en pratique cette probabilité= 1).
Revenons à nos données et à l’hypothèseH0. L’hypothèseH0 suppose quep = 0.5 et

donc sousH0 on a : √
n

p(1− p)

(µn

n
− p

)
= 2

√
n

(
µn

n
− 1

2

)
.

Tout d’abord on remarque qu’il y a 3 contrehypothèses naturelles pourH0 :

H1 : p 6= 0.5, H+
1 : p > 0.5, H−

1 : p < 0.5

qui sont en concurence avecH0. Il est naturel de dire que l’intervalle

S= [−x̄α/2, x̄α/2]⊂ R1

représente l’ensemble des valeurs de la statistique

Tn = T(µn) = 2
√

n

(
µn

n
− 1

2

)
,

qui sont favorable à l’hypothèseH0, tandis que l’ensemble

K = R1\S= K−1
⋃

K+
1 =]−∞,−x̄α/2[

⋃
]x̄α/2,∞[,

appelé larégion critiquepourH0, représente l’ensemble des valeurs de la statistiqueTn, qui
sont favorable àH1. Par contre, l’ensembleSs’appelle larégion d’acceptationde l’hypo-
thèseH0.

On remarque que

P{Tn ∈ S| H0} ≈ 1−α, P{Tn ∈ K|H0} ≈ α.

Il est clair que l’événement
{Tn ∈ K−1 } ⊂ {Tn ∈ K}
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est favorable àH−
1 , et l’événement

{Tn ∈ K+
1 } ⊂ {Tn ∈ K}

est favorable àH+
1 , et que

P{Tn ∈ K−1 |H0}= P{Tn ∈ K+
1 |H0} ≈ α

2
.

Dans notre cas pour les données de Suisse nous constatons que

Tn = T(µn) = 2
√

n

(
µn

n
− 1

2

)
=

√
2644757
0.5·0.5

(0.5141−0.5) = 45.86> 4,

i.e. l’événement{Tn > 4} est apparu. La valeur observée deTn est très supérieure à la
valeur critiquex̄α/2 = 4, correspondant au niveau de significationα/2 = 0.00003167, qui
est égal pratiquement à 0, et donc ce phenomène doit être considéré comme impossible sous
l’hypothèseH0 : p = 0.5. Que devons nous faire ? Il faut évidemment rejeter l’hypothèse
H0 : p= 0.5 en faveur deH1, puisqueTn ∈ K. Nous disons que l’hypothèseH0 ne concorde
pas avec les données observées. En plus comme dans l’expérience on a observé l’événement
{Tn ∈ K+

1 }, il est raisonable d’accepter l’hypothèseH+
1 . Comme estimateur de la valeur

inconnue dep sous l’hypothèseH+
1 il est recommandé de prendrep̂n = 0.514.

Enfin de (4) on tire que

P{µn

n
− x̄α/2

√
p(1− p)

n
≤ p≤ µn

n
+ x̄α/2

√
p(1− p)

n
} ≈ 1−α,

c’est-à-dire pour les grandes valeurs den on obtientl’intervalle de confiancepour p avec
le coefficient de confianceP≈ 1−α :

P{µn

n
− x̄α/2

1
2
√

n
≤ p≤ µn

n
+ x̄α/2

1
2
√

n
} ≈ 1−α (= 0.9973 si x̄α/2 = 3).

Si, par exemple,
α
2

= 0.00135 i.e. α = 0.0027,

dans ce cas̄xα/2 = 3 et d’après nos données on obtient la réalisation de l’intervalle de
confiance

0.5141−0.0003x̄α/2≤ p≤ 0.5141+0.0003x̄α/2,

i.e.
0.5132≤ p≤ 0.5150.

Remarque 1.On remarque que

Φ(0) = 0.500000, Φ(1) = 0.841345, Φ(1.6) = 0.945201, Φ(2) = 0.97725,

Φ(2.6) = 0.995339, Φ(3) = 0.998650, Φ(4) = 0.999968,

où Φ(x) est donnée par (3), i.e.

0 = x̄0.5, 1 = x̄0.158655, 1.6 = x̄0.054799, 2 = x̄0.02275, ...
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Exemple 2.K. Pearson a jeté une pièce symétriquen = 24000fois et a observé

µn = 12012

succès. On sait que

p̂n =
µn

n

est un bon estimateur pour la probabilité de succèsp = 0.5 (on a supposé que la pièce est
symétrique c’est-à-dire l’hypothèseH0 : p= 0.5). Dans notre caŝpn = 0.5005. Nous savons
que

Ep̂n = 0.5 et Var p̂n =
1
4n

.

En étudiant le résultat de l’expérience de K. Pearson, nous pouvons constater que la statis-
tiqueµn a pris une valeur très proche de sa moyenneEµn = np= 12000. Est-ce vraisem-
blable ou non ? On note que sous l’hypothèseH0 : p = 0.5 on a

Varµn = np(1− p) =
n
4
,

et comme l’écart-type deµn est
√

Varµn =
√

np(1− p) = 77.5,

on pourrait donner plusieurs raisons à l’apparition de l’événement
{
|µn− n

2
|> 77.5

}
= {|µn−12000|> 77.5}

Mais dans son expérience K. Pearson a obtenu

|µn−12000|= 12¿ 77.5.

On pourrait penser que c’est trop beau pour être vrai. Quelle est donc la probabilité d’ob-
server l’événement{|µn− n

2| ≤ 12} sous l’hypothèseH0 ?
On a

P{|µn− n
2
| ≤ 12|H0}= P

{ |µn− n
2|√

n0.5·0.5
≤ 12

77.5

∣∣∣∣H0

}
≈

≈Φ(0.155)−Φ(−0.155)≈ 0.124=
1
8
.

Il est évident que cet événement est bien probable, donc K. Pearson pouvait observer ce
résultat.
Exemple 3.Supposons que nous avons un générateur de nombres aléatoires et que ce géné-
rateur nous fournit les “nombres aléatoires”x1,x2, ...,xn qu’on peut considérer (hypothèse
H0) comme des réalisations de variables aléatoires indépendantes

X1,X2, ...,Xn,

ayant chacune la distribution discrète uniforme sur l’ensembleS= {0,1, ...,9} i.e.,

P{Xj = i | H0}= 0.1, i ∈ S. (6)
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Considérons maintenant un échantillonX = (X1,X2, ...,Xn)T de taillen = 10 000, associé
au générateur de nombres aléatoires mentionné précédemment. Nous désirons tester l’hypo-
thèseH0 que l’échantillonX est issu de la distribution uniforme (1) si dans notre échantillon
on a observé seulement4999fois xi ne dépassant pas 4. Quel niveau de signification doit
on avoir pour rejeterH0 ?

Solution. Soit
µn = #{Xi ≤ 4}. (7)

On remarque que
P{Xi ≤ 4|H0}= 0.5.

D’après nos données :

p̂n =
µn

n
=

4999
10000

qui est très voisin de0.5. Par ailleurs, sous l’hypothèseH0, la statistiqueµn suit une distri-
bution binomialeB(n, p) de paramètresn = 10000, p = 0.5 et donc sousH0

Eµn = np= 5000 and Varµn = np(1− p) = 2500. (8)

D’où pour toutx = 1,2, ..., d’après le théorème de de Moivre-Laplace, nous avons (avec la
correction de continuité de 0.5)

P{| µn−np |≤ x | H0}= P
{n

2
−x≤ µn≤ n

2
+x|H0

}
≈

Φ
(

0.5n+x+0.5−0.5n√
n·0.5·0.5

)
−Φ

(
0.5n−x−0.5−0.5n√

n·0.5·0.5

)
= 2Φ

(
2x+1√

n

)
−1. (9)

Notonsα le niveau de signification du test(0 < α < 0.5) avec larégion critique:
{∣∣∣µn− n

2

∣∣∣≤ x̄α/2

}
=

{n
2
− x̄α/2≤ µn≤ n

2
+ x̄α/2

}
. (10)

Alors, à la valeur critiquēxα/2, correspond le niveau de significationα :

α≈ 2Φ
(

2x̄α/2 +1√
n

)
−1, (n = 10000). (11)

En particulier, sīxα/2 = 1, alors

α≈ 2Φ
(

3√
n

)
−1 = 2Φ(0.03)−1 = 2·0.512−1 = 0.024.

Inférence statistique: d’après le test statistique, basé sur la région critique :

{| µn−5000|≤ 1},
l’hypothèseH0 sera rejetée avec le niveau de significationα≈ 0.025, puisque

P{|µn−5000| ≤ 1|H0} ≈ 0.024< α = 0.025.

(Voir, aussi, Cuadras C., Nikulin (1993)).
Exemple 4. Le problème du Chevalier de Méré.D’abord on considère l’épreuve sui-
vante : on jette 4 fois un dé.
Soit A l’événement :

A = {obtenir au moins une fois le 1 au cours de cette expérience}.
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Considérons ensuite la deuxième expérience qui consiste à jeter 24 fois 2 dés.
SoitB l’événement :

B = {obtenir au moins une fois le (1,1) au cours de cette expérience}.

Le Chevalier de Méré ayant supposé que

p1 = P(A) < p2 = P(B)

avait misé surB. Avait-il raison ?
On remarque que

p1 = P(A) = 1−
(

5
6

)4

= 0.5177,

p2 = P(B) = 1−
(

35
36

)24

= 0.4914.

Mais Méré ne pouvait pas faire ces calculs. Par contre, il aurait pu faire une expérience pour
résoudre ce problème par des méthodes statistiques, basées sur la loi des grands nombres.

Soientµ(1)
n = µn(A) et µ(2)

n = µn(B) les résultats de la modélisation de ces expériences
lorsqu’on les a répétén = 25, 50, 100, 250fois chacune.

n 25 50 100 250
µn(A) 18 27 52 121
µn(B) 14 24 47 126

Ici µn(A) et µn(B) représentent les nombres de succès dans la première et la seconde expé-
riences respectivement.

D’après la loi des grands nombres

p̂1n =
µ(1)

n

n
P→ p1 p̂2n =

µ(2)
n

n
P→ p2, (n→ ∞),

c’est-à-dire il y a la consistance de deux suites d’estimateurs{p̂1n} et{p̂2n} de paramètres
p1 et p2. En plus on sait que

Ep̂1n =
1
n

Eµ(1)
n = p1, Ep̂2n =

1
n

Eµ(2)
n = p2,

donc pour toutn∈N∗ p̂1n et p̂2n sont les estimateurs sans biais pourp1 et p2 respectivement.
Enfin, on remarque, que quandn→ ∞

Var p̂1n =
p1(1− p1)

n
→ 0, Var p̂2n =

p2(1− p2)
n

→ 0.

En utilisant les résultats de modélisation du jeu on obtient une nouvelle table

n 25 50 100 250
µ(1)

n
n 0.72 0.54 0.52 0.484

µ(2)
n
n 0.56 0.48 0.47 0.504
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Il faut noter que bien quep1 soit supérieur àp2 l’expérience nous donne ici

µ(1)
n = 121< µ(2)

n = 126 pour n = 250,

et donc
µ(1)

n

n
= 0.484<

µ(2)
n

n
= 0.504 pour n = 250.

Si on arrête “le jeu” àn = 250, on aura une conclusion erronée quep1 < p2. On va évaluer

P{µ(1)
n < µ(2)

n }

la probabilité d’événement{µ(1)
n < µ(2)

n }. Notons

Xn =
µ(1)

n −np1√
np1(1− p1)

, Yn =
µ(2)

n −np2√
np2(1− p2)

, n∈ N∗.

Pour toutn les variables aléatoiresXn etYn sont indépendantes, et

EXn = EYn = 0, Var Xn = Var Yn = 1.

En plus, du théorème de de Moivre-Laplace il suit que pour toutx∈ R1

lim
n→∞

P{Xn≤ x}= lim
n→∞

P{Yn≤ x}= Φ(x),

où

Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−t2/2dt.

De ce résultat il suit que

Xn−Yn√
Var (Xn−Yn)

=
(µ(1)

n −µ(2)
n )+n(p2− p1)√

np1(1− p1)+np2(1− p2)

est aussi asymptotiquement normale quandn→ ∞,

P

{
Xn−Yn√

Var (Xn−Yn)
≤ x

}
≈Φ(x), x∈ R1.

Maintenant nous somme capable d’évaluer la probabilité de l’événement{µ(1)
n < µ(2)

n }.
En effet,

P{µ(1)
n < µ(2)

n }= P{µ(1)
n −µ(2)

n < 0}=

P

{
µ(1)

n −µ(2)
n +n(p2− p1)√

np1(1− p1)+np2(1− p2)
<

√
n(p2− p1)√

p1(1− p1)+ p2(1− p2)

}
≈

≈Φ

( √
n(p2− p1)√

p1(1− p1)+ p2(1− p2)

)
→ 0, n→ ∞, si p2 < p1.
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On remarque qu’en utilisant les tables statistiques on peut calculer cette probabilité pour

n = 25, 50, 100, 250 et 1000 et pourp1 = 0.5177 et p2 = 0.4914 :

n 25 50 100 250 1000

P{µ(1)
n < µ(2)

n } 0.42 0.39 0.35 0.18 0.12

On constate que même pourn assez grand(n= 1000) on a 12 pour cent de chances de faire
une conclusion erronnée, et on comprend le trouble du Chevalier.

Exemple 5. Comparaison de deux probabilités.On veut comparer la qualité de pro-
duction de deux usines qui produisent le même article. Soitp1 (respectivementp2) la pro-
babilité qu’un article de la1ère usine (respectivement de la2ème) soit défectueux. Pour
effectuer le contrôle on a prélevén1 articles dans la première usine etn2 articles de la
seconde. Soitµn1 (respectivementµn2) le nombre d’articles défectueux pour la première
(respectivement pour la seconde) usine. Supposons que nous voulions tester l’hypothèse
d’homogénéité

H0 : p1 = p2 = p, p∈]0,1[.

Sous l’hypothèseH0 on a

E
µn1

n1
= E

µn2

n2
= p,

Var
µn1

n1
=

p(1− p)
n1

→ 0, (n1→ ∞),

Var
µn2

n2
=

p(1− p)
n2

→ 0, (n2→ ∞).

Donc, sous l’hypothèseH0 on a deux suites consistantes{p̂1n} et{p̂2n} d’estimateurs sans
biais pour le paramètrep. On remarque que quels que soientn1 et n2 les estimateurŝp1n et
p̂2n sont indépendants.

En général, même si l’hypothèseH0 est vraie, dans l’expérience on observe l’événement
{

µn1

n1
6= µn2

n2

}
.

Il est évident que pour testerH0 contre l’alternativeH1 : p1 6= p2 il est raisonnable d’utiliser
la statistique ∣∣∣∣

µn1

n1
− µn2

n2

∣∣∣∣
comme l’estimateur de|p1− p2| et rejeterH0 si

∣∣∣∣
µn1

n1
− µn2

n2

∣∣∣∣≥ cα,

où il faut choisir la valeur critiquecα de façon que

P
{∣∣∣∣

µn1

n1
− µn2

n2

∣∣∣∣≥ cα

∣∣∣∣H0

}
≥ α, 0 < α < 0.5.

Par contre, si ∣∣∣∣
µn1

n1
− µn2

n2

∣∣∣∣ < cα,
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on accepteH0. On remarque que

P
{∣∣∣∣

µn1

n1
− µn2

n2

∣∣∣∣ < cα

∣∣∣∣H0

}
≥ 1−α.

Comment trouver la valeur critiquecα, correspondant au niveau de significationα ? Pour
n1 etn2 suffisamment grands on peut s’attendre à ce que la variable aléatoire

µn1

n1
− µn2

n2√
p(1− p)

(
1
n1

+ 1
n2

)

soit approximativement normale, puisque

lim
min(n1,n2)→∞

P





µn1

n1
− µn2

n2√
p(1− p)

(
1
n1

+ 1
n2

) ≤ x

∣∣∣∣∣∣∣∣
H0





= Φ(x).

Donc, en choisissantcα = x̄α/2 on a

P





∣∣∣∣∣∣∣∣

µn1

n1
− µn2

n2√
p(1− p)

(
1
n1

+ 1
n2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≥ x̄α/2

∣∣∣∣∣∣∣∣
H0




≈ α,

et, par conséquent, on rejetteH0 en faveur deH1, si
∣∣∣µn1

n1
− µn2

n2

∣∣∣
√

µn
n

(
1− µn

n

)(
1
n1

+ 1
n2

) ≥ x̄α/2,

où
µn

n
=

µn1 +µn2

n1 +n2
= p̂n

est le meilleur estimateur sans bias pourp sous l’hypothèseH0.
Il est évident que

P





∣∣∣∣∣∣∣∣

µn1

n1
− µn2

n2√
µn
n

(
1− µn

n

)(
1
n1

+ 1
n2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
> x̄α/2

∣∣∣∣∣∣∣∣
H0




≈ α,

quandn1 etn2 sont sufisamment grands.
Remarque 1. Il est clair que si nous voulons tester l’hypothèseH0 : p1 = p2 contre

l’hypothèse unilatéraleH+
1 : p1 > p2, dans ce cas il faut choisircα = x̄α et rejeterH0 si

µn1

n1
− µn2

n2√
µn
n

(
1− µn

n

)(
1
n1

+ 1
n2

) ≥ x̄α,

40



où Φ(x̄α) = 1−α. Le niveau de ce test unilatéral≈ α.
Remarque 2.Si nous voulons testerH0 : p1 = p2 contre l’alternativeH−

1 : p1 < p2, qui
est unilatérale, il faut rejeterH0 si

µn1

n1
− µn2

n2√
µn
n

(
1− µn

n

)(
1
n1

+ 1
n2

) <−x̄α.

Le niveau de ce test unilatéral≈ α.

1.2 Modèle probabiliste de l’erreur de mesure.

Tout résultat d’observation provenant de quelque façon que ce soit de mesures engendre
des erreurs d’origines diverses.

Les erreurs se divisent en trois groupes :erreurs grossières, erreurs systématiques et
erreurs aléatoires.

Les erreurs grossières :

Les erreurs grossières sont souvent appelées en statistiqueobservations aberrantes(aber-
rations) ; elles proviennent de mauvais calculs, de lectures incorrectes sur l’appareil de me-
sure etc ... ; cela induit donc une donnée erronée. En général ces résultats de mesures qui
contiennent des erreurs grossières diffèrent sensiblement des autres résultats et sont ainsi
faciles à identifier.

Les erreurs systématiques

Les erreurs systématiques surestiment ou sousestiment toujours les résultats de me-
sures, et sont dues à différentes raisons (mauvaise installation de l’équipement, effet de
l’environnement, etc ...). Elles affectent systématiquement toutes les mesures et les altèrent
dans une seule direction.

Les erreurs aléatoires :

Les erreurs aléatoires ont un effet imprévisible sur les mesures, à la fois en surestimant
certaines et en sousestimant d’autres résultats.

Considérons maintenant le modèle probabiliste (appelé le modèle de l’erreur de mesure)
utilisé dans la pratique, lorsque nous avons à mesurer une certaine quantitéµ. Selon ce mo-
dèle, tout résultat de l’expérience destinée à estimer la quantité inconnueµ, sera considéré
comme la réalisation d’une variable aléatoireX. Dans ce cas, la variable aléatoire :

δ = X−µ (1.1)

est appeléeerreur de mesureouerreur vraie.
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De (1) il s’ensuit que

X = µ+δ, (1.2)

et puisqueµ est une constante, on en tire

EX = µ+Eδ et Var X = Var δ. (1.3)

Notons

b = Eδ et σ2 = Var δ (1.4)

l’espérance mathématique et la variance de l’erreur vraieδ.

Alors on a

X = µ+b+(δ−b). (1.5)

La quantitéb = Eδ est appeléeerreur systématiqueoubiaisde la procédure de mesure.

La variable aléatoire

ξ = δ−b (1.6)

est appeléeerreur aléatoirede la procédure de mesure. De (2), (5) et (6) il s’ensuit que la
variable aléatoireX peut être représentée par la façon suivante

X = µ+b+ξ, (1.7)

où

Eξ = 0 et Var ξ = σ2 (1.8)

Nous obtenons donc pour notre modèle :

EX = µ+b, VarX = σ2. (9)

Souvent on dit queσ2 est laprécisionde la méthode ou de l’instrument qu’on utilise
pour faire les mesures. Traditionellement, en statistique mathématique on dit queX est un
estimateur sans biaisdeµ+b.

Si le biaisb = 0, alorsX est un estimateur sans biais deµ.

Nous avons maintenant une décomposition très intéressante (7) de la variable aléatoire
X dont nous utiliserons la réalisation pour estimer la quantité inconnueµ.

Selon notre modèle, l’observationX est la somme de la vraie (mais inconnue) valeurµ,
du biaisb qui est la valeur de l’erreur systématique de l’instrument de mesure et de l’er-
reur aléatoireξ, qui satisfait (8) et dont la variance donne donc la mesure de l’imprécision
et décrit la dispersion ou la variation des données si nous avons besoin de plusieurs mesures.

42



De façon évidente, la mesure parfaite serait celle pour laquelleb = 0 et σ2 = 0 mais
on ne peut l’obtenir dans la pratique. Par contre, on peut organiser l’expérience de façon
à avoirb = 0 et en même temps à minimiserσ2, c’est-à-dire à augmenter la précision des
mesures ou de l’appareil qu’on utilise pour obtenir ces mesures.

Si b = 0, alorsEX = µ ce qui signifie l’absence d’erreur systématique. Dans ce casδ
représente l’erreur aléatoire et nous dirons comme nous l’avons vu plus haut queX est un
estimateur sans biais pourµ.

Pour estimer la taille de l’erreur de mesureδ = X−µ d’un estimateurX d’une quantité
inconnueµ, on utilise souventl’erreur quadratique moyenne (le risque quadratique )ou
l’erreur absolue moyenne (le risque absolu)qui sont respectivement définies par

E(X−µ)2 et E|X−µ|. (10)

Dans notre modèle nous utiliseronsl’erreur quadratique moyennepour caractériser la
performance de l’estimateurX deµ. Dans ce cas, de (10), on déduit :

E(X−µ)2 = E [(X−EX)+(EX−µ)]2 = E(X−EX)2 +b2 = σ2 +b2.

Nous avons donc montré que l’erreur quadratique moyenne peut se décomposer en la
sommeb2+σ2 du carré du biaisb de la procédure de mesure et de la varianceσ2 de l’erreur
aléatoireξ.

Remarque 1. Souvent dans la pratique, le coefficient

k =
1√

2(σ2 +b2)

est appeléprécision de l’estimateurX.
Dans le cas d’absence d’erreur systématique(b = 0)

k =
1√
2σ2

=
1

σ
√

2
.

Lorsquela déviation standardσ et le biaisb sont petits, nous avons une haute préci-
sion et dans ce cas l’erreur quadratique moyenne est petite ; d’où une erreur quadratique
moyenne petite signifie une précision plus grande.

Exemple 1.Supposons que l’on cherche à déterminer le poidsµ1 d’un objet à l’aide d’une
balance. On utiliseun modèle Gaussienpour l’erreur de mesure en représentant le résultat
d’une mesure comme la réalisation de la variable aléatoire

X = µ1 +δ, (14)

oùδ est l’erreur de mesure,δ∼N(0,σ2), etσ2 ne dépend pas deµ1. Il est évident que siσ2

est connu et que nous voulons avoir une précisionσ2/N, alors nous devons faireN mesures
et prendre comme estimateurµ̂1 deµ1, la réalisation de la statistique :

µ̂1 = X̄N =
1
N

(X1 +X2 + . . .+XN), (15)
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moyenne desN mesures. De (14) il s’ensuit que

X̄N ∼ N(µ1,
σ2

N
). (16)

Supposons maintenant que nous voulions déterminer les poidsµ1 et µ2 de deux objets. De
combien de mesures avons nous besoin pour obtenir des estimateursµ̂1 et µ̂2 pour µ1 et
µ2 respectivement, chacun avec la précisionσ2/N ? Il est évident qu’on peut peser chaque
objetN fois et de cette façon obtenir les estimateurs

µ̂1 =
1
N

(X11+X12+ . . .+X1N)

et

µ̂2 =
1
N

(X21+X22+ . . .+X2N) (17)

pourµ1 etµ2. Puisque

µ̂1∼ N(µ1,
σ2

N
) et µ̂2∼ N(µ2,

σ2

N
), (18)

notre but est atteint mais au prix de2N mesures.
Nous allons maintenant montrer comment on peut obtenir la même précision avec seule-

mentN mesures.
On peut remarquer qu’avec une balance et 2 objets, on peut faire plusieurs choses :

1) on peut déterminer le poids de chaque objet séparément.
2) on peut les peser tous les 2 ensemble ;
3) on peut déterminer la différence entre les 2.

En tenant compte de cette remarque, on peut représenter aussi les résultats de ces mesures :

X1i = µ1 +δ1i , i = 1,2, . . . ,n1,

X2i = µ2 +δ2i , i = 1,2, . . . ,n2,

X3i = µ1 +µ2 +δ3i , i = 1,2, . . . ,n3,

X4i = µ1−µ2 +δ4i , i = 1,2, . . . ,n4,

où{δki} sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées :

δki ∼ N(0,σ2), i = 1, ...,nk, k = 1,2,3,4. (19)

Par symétrie, il est naturel de prendre

n1 = n2, n3 = n4.

Il est évident que les statistiques

X̄1 =
1
n1

n1

∑
i=1

X1i , X̄2 =
1
n2

n2

∑
i=1

X2i , X̄3 =
1
n3

n3

∑
i=1

X3i , X̄4 =
1
n4

n4

∑
i=1

X4i , (20)

sont indépendantes et

X̄1∼ N(µ1,
σ2

n1
), X̄2∼ N(µ2,

σ2

n1
), (n1 = n2)
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et

X̄3∼ N(µ1 +µ2,
σ2

n3
), X̄4∼ N(µ1−µ2,

σ2

n3
), (n3 = n4) (21)

d’où on déduit que
µ̂1 = X̄1 et µ̂2 = X̄2

sont des estimateurs sans biais pourµ1 et µ2 ayant chacun pour précisionσ2/n1. Construi-
sons les statistiques

µ∗1 =
1
2
(X̄3 + X̄4) etµ∗2 =

1
2
(X̄3− X̄4). (22)

Il est clair que

µ∗1∼ N(µ1,
σ2

2n3
) etµ∗2∼ N(µ2,

σ2

2n3
), (23)

d’où il s’ensuit queµ∗1 et µ∗2 sont aussi des estimateurs sans biais deµ1 et µ2. De l’autre
côté, on peut remarquer que sin1 = n3, alors la variance deµ∗1 est 2 fois plus petite que la
variance dêµ1. De même pourµ∗2 et µ̂2. En posantn1 = N/2, notre but est atteint :

Varµ∗2 =
1
2

Var µ̂2. (24)

Exemple 2.(suite). Supposons maintenant que l’on a 3 objets dont on veut déterminer les
poids, en les pesant sur une balance non calibrée. Dans ce cas, les mesures pour ces trois
objets peuvent être représentés de la façon suivante :

X1 = µ1 +b+δ1, X2 = µ2 +b+δ2, X3 = µ3 +b+δ3, (25)

respectivement, oùb est l’erreur systématique ou le biais (supposé inconnu) de la procédure
de mesure due au fait que la balance n’est pas calibrée etδi est l’erreur aléatoire,δi ∼
N(0,σ2). Puisque

EXi = µi +b, (26)

pour estimerµi , nous avons besoin du biais. Cela demande une lecture sans aucun objet sur
la balance, c’est-à-dire qu’on obtient

X4 = b+δ4,δ4∼ N(0,σ2). (27)

Puisque
EX4 = b, (28)

on peut utiliserX4 comme estimateur de b.
Considérons les statistiques

µ̂i = Xi−X4, i = 1,2,3. (29)

Puisque toutes les mesures sont indépendantes, on peut dire queδ1,δ2,δ3,δ4 sont des va-
riables aléatoires i.i.d.,

δi ∼ N(0,σ2), i = 1, . . . ,4,

et puisque
µ̂i = Xi−X4 = µi +b+δi−b−δ4 = µi +δi−δ4 (30)
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des propriétées deδ1,δ2,δ3,δ4, on déduit que

µ̂i ∼ N(µi ,2σ2), i = 1,2,3. (31)

Puisque

Eµ̂i = µi , (32)

on peut dire quêµi est un estimateur sans biais pourµi . On remarque que

Var µ̂i = 2σ2, i = 1,2,3. (33)

On peut représenter notre expérience à l’aide de lamatrice d’expérience

Σ1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µ1 µ2 µ3 b
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Considérons une autre représentation d’expérience donnée par la matrice :

Σ2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µ1 µ2 µ3 b
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
1 1 1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Dans cette expérience les 3 premiers mesures sont comme précédemment (dansΣ1) mais la
quatrième détèrmine le poids des 3 articles ensemble, c’est à dire :

X4 = µ1 +µ2 +µ3 +b+δ4.

Il est évident que :
X4∼ N(µ1 +µ2 +µ3 +b,σ2),

EX4 = µ1 +µ2 +µ3 +b, VarX4 = Varδ4 = σ2.

Considérons maintenant les statistiques

Y1 = X1 +X4−X2−X3, Y2 = X2 +X4−X1−X3, Y3 = X3 +X4−X1−X2.

Alors :

EY1 = 2µ1, EY2 = 2µ2, EY3 = 2µ3,

d’où on déduit que

µ∗i =
1
2
Yi , i = 1,2,3

sont des estimateurs sans biais pourµ1,µ2,µ3 respectivement, c’est à dire

Eµ∗i = µi , i = 1,2,3.
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De plus les variables aléatoiresδ1,δ2,δ3,δ4 sont indépendantes,δi ∼ N(0,σ2), d’où nous
obtenons

Varµ∗i =
1
4

VarYi =
4σ2

4
= σ2.

Ainsi, si nous organisons l’expérience selon la matriceΣ2, nous pouvons obtenir les mêmes
résultats qu’avec une balance calibrée sans erreur systématique.

Enfin on remarque que si, par exemple, il nous faut déterminer les poidsµ1, . . . ,µ4 de
4 objets et que la balance est calibrée, alors dans ce cas au lieu d’utiliser le plan avec la
matrice

Σ3 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µ1 µ2 µ3 µ4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

d’après lequel on a
Xi = µ̂i ∼ N(µi ,σ2),

il est évident qu’il est mieux de choisir le plan avec la matrice

Σ4 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µ1 µ2 µ3 µ4

1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Dans ce cas on obtient les estimateurs

ˆ̂µi ∼ N(µi ,
σ
2

2
), i = 1, . . . ,4.

Example 3.Supposons que nous observons un objet A qui se déplace uniformément avec
une vitesse constante et inconnueθ, θ > 0. Soit s(t) la distance parcourue par cet objet A
entre les tempst = 0 et t, t > 0. En supposant ques(0) = 0, on a

s(t) = θt, pour tout t ≥ 0.

Pour estimerθ on mesure les distances

s1 = s(t1), s2 = s(t2), . . . , sn = s(tn)

aux momentst1 < t2 < .. . < tn, on suppose ques0 = s(0) = 0.
Par ailleurs on sait que la précision de mesure desi est égale àkiσ2, où les constanteski

sont données,i = 1, . . . ,n; σ2 > 0. Dans ces conditions on propose souvent comme valeur
expérimentale pourθ le nombre

θ̂ =
n

∑
i=1

ĉisi ,

où

ĉi =
ti

αki
et α =

n

∑
i=1

t2
i

ki
.
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On remarque que les coefficientsĉi sont choisis de facon que

ĉTt = 1, où ĉ = (ĉ1, . . . , ĉn)T et t = (t1, . . . , tn)T.

Construire un modèle probabiliste permettant de donner des explications raisonnables sur
l’origine et l’optimalité dans un certain sens de cette procédure d’estimation.

Solution. Supposons ques= (s1,s2, . . . ,sn)T est une réalisation d’un vecteur aléatoire
S= (S1, . . . ,Sn)T dont les coordonnéesSi sont des variables aléatoires indépendantes telles
que

ESi = θti et σ2
i = VarSi = kiσ2 = σ2

i , i = 1, . . . ,n.

Dans ce cas nous pouvons dire que

Si = θti +δi , i = 1, . . . ,n;

Eδi = 0, Varδi = kiσ2 = σ2
i , i = 1, . . . ,n.

Nous supposons queti et ki sont donnés, mais le paramètreθ et la varianceσ2 ne sont
pas connus. Notre but est de montrer queθ̂ est une réalisation du meilleur estimateur (de
variance minimale) sans biais dans la classe∆θ de tous les estimateurs linéaires sans biais
θ∗n pourθ :

∆θ = {θ∗n = θ∗n(S) : θ∗n =
n

∑
i=1

ciSi , Eθθ∗n = θ}.

Pour montrer cela nous considérons en plus la classe

∆ = {θ∗n = θ∗n(S) : θ∗n =
n

∑
i=1

ciSi}

de toutes les statistiques linéaires. Il est évident que∆θ ⊂ ∆.
Soit θ∗n une statistique linéaire,θ∗n ∈ ∆. Puisque

Eθθ∗n =
n

∑
i=1

ciESi =
n

∑
i=1

ciθti = θ
n

∑
i=1

citi ,

on en tire queθ∗n ∈ ∆θ si et seulement si

n

∑
i=1

citi = cTt = 1.

Comme on l’a déja remarqué, le choix des coefficiensĉi a été fait de façon à satisfaire cette
condition, et donc la statistique

θ̂n =
n

∑
i=1

ĉiSi

appartient à notre classe∆θ des estimateurs linéaires sans biais. Montrons queθ̂n a la va-
riance minimale dans la classe∆θ :

Var θ̂n = min
θ∗n∈∆θ

Varθ∗n.

Pour toutθ∗n ∈ ∆θ on a :
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Varθ∗n =
n

∑
i=1

c2
i VarSi = σ2

n

∑
i=1

kic
2
i .

Il nous faut construire l’estimateurθ̂n, θ̂n ∈ ∆θ, tel que

Var θ̂n = min
θ∗n∈∆θ

Varθ∗n.

Cela signifie qu’il nous faut minimiser la fonction

n

∑
i=1

kic
2
i

à condition que

cTt =
n

∑
i=1

citi = 1.

En utilisant la méthode de Lagrange nous pouvons trouver ce minimum lié. Soitλ un mul-
tiplicateur de Lagrange. Nous voulons minimiser la fonction de Lagrange

Φ(c,λ) = ∑c2
i ki−2λ(∑citi−1),

donc il nous faut résoudre l’équation

gradΦ(c,λ) = 0, 0∈ Rr+1,

ce qui est équivalent à résoudre le système den+1 équations

∂Φ(c,λ)
∂ci

= 2ciki−2λti = 0, i = 1,2, . . . ,n,

et
∂Φ(c,λ)

∂λ
= ∑citi−1 = 0.

On trouve que
ci = λti/ki , i = 1, . . . ,n.

Pour trouverλ il faut mettre les valeurs trouvées deci dans la dernière équation du système,
d’où on obtient que

λ =
1

n
∑

i=1

t2
i
ki

,

et donc

ĉi =
ti
ki

n
∑

i=1

t2
i
ki

=
ti

αki
, i = 1, . . . ,n.

Ces valeurs deci nous donnent justement l’estimateurθ̂n sans biais,̂θn ∈ ∆θ, dont la va-
riance est minimale :

θ̂n =
n

∑
i=1

ĉiSi =
n

∑
i=1

ti
αki

Si .
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Puisque les statistiques Si sont indépendantes, par des calculs directs on trouve que

Var θ̂n = Var
n

∑
i=1

ĉiSi =
n

∑
i=1

(ĉi)2VarSi = σ2
n

∑
i=1

ki(ĉi)2 =

σ2α−2
n

∑
i=1

t2
i

ki
= σ2

(
n

∑
=1

t2
i

ki

)−1

=
1
α

σ2.

1.3 Méthode de Monte-Carlo.

Considérons le problème d’évaluation d’un intégrale multidimensionnelle

In =
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
fn(x1, ...,xn)dx1...dxn =

∫

Kn

f (x)dx, (1)

où
x = (x1, ...,xn)T ∈ Kn = [0,1]× [0,1]× ...× [0,1] = [0,1]n,

{ fn(·)} est une suite de fonctions données,fn(·) : Kn→ R1, n∈ N.

Il est connu que le problème d’évaluation d’intégrales de ce type devient compliqué
avec l’augmentation den.

Supposons que nous pouvons construire un èchantiiilonX1 = (X11, ...,X1n)T de taille
n, formé des variables aléatoires indépendantes suivant la même loi uniformeU([0,1]) sur
[0,1]. Dans ce cas le vecteurX1 suit une loi uniformeU(Kn) sur le cubeKn.

Supposons en plus que nous pouvons construire un échantillonX = (X1, ...,XN)T de
taille N quelque soitN ∈ N des vecteurs aléatoires indépendants, ayant la même loi uni-
formeU(Kn) sur le cubeKn, c’est-à-dire nous pouvons construirenN variables aléatoires
indépendantesXi j uniformément distribuées sur[0,1]. On remarque que de la construction
des variables aléatoiresXi j il suit que

E fn(Xi) =
∫

Kn

fn(x)dx = In, (2)

i.e. la valeur numérique de l’intégrale n’est que la moyenneE fn(Xi) de la variable aléa-
toire fn(Xi). Dans ce cas pour estimer la moyenneE fn(Xi) = In nous avons la possibilité
d’utiliser la loi faible des grands nombres de Bernoulli d’après laquelle

1
N

N

∑
i=1

fn(Xi)
P→ In, N→ ∞, (3)

i.e. pour toutε > 0

P{| 1
N

N

∑
i=1

fn(Xi)− In|> ε}→ 0, si N→ ∞, (4)
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ou

P{| 1
N

N

∑
i=1

fn(Xi)− In| ≤ ε}→ 1, si N→ ∞, (5)

d’où on tire que pour les grandes valeurs deN avec une probabilité proche à 1 on a

In≈ 1
N

N

∑
i=1

fn(Xi) (6)

De (4) et du Théorème Limite Central on tire que pour les grandes valeurs deN

P{| 1
N

N

∑
i=1

fn(Xi)− In| ≥ ε} ≈ 2Φ
(
−ε
√

N
σn

)
(7)

et donc

P{| 1
N

N

∑
i=1

fn(Xi)− In| ≤ ε} ≈ 1−2Φ
(
−ε
√

N
σn

)

où
σ2

n = Var fn(Xi) = E[ fn(Xi)− In]2 =
∫

Kn

[ fn(x− In]2dx (8)

est la variance defn(Xi). (On suppose queVar fn(Xi) existe). Donc si nous voulons que la
probabilité dans (7) soit proche à 0.997, par exemple, il faut choisirε de façon que

ε
√

N
σn

= 3

i.e.

ε =
3σn√

N
,

d’où on tire que la précisionε d’approximation deIn, donnée par (7), est de l’ordre de
N−1/2. Il est important de noter que la précision de l’approximation ne dépend que de la
varianceσ2

n de fn(Xi). Donc pour évaluer l’intégraleIn avec la précision3σn√
N

il suffit de

modeliserN vecteurs aléatoiresXi et calculerN valeursfn(Xi).
Comparons ce résultat avec la méthode classique du calcul des intégrales en utilisant

une approximation par les sommes.
Si n = 1, la méthode de Simpson avecN noeuds d’interpolation donne (pour une fonc-

tion f régulière ) la précision1
N4 . Mais pourn > 1 l’utilisation de cette méthode pour

chacune des variables même seulement avec 10 noeuds d’interpolation exige10n calculs
des valeurs de la fonctionfn(x) = fn(x1, ...,xn). Alors avec augmentation den le calcul de
l’intégral In par cette méthode devient pratiquement impossible à cause de cumulation des
erreurs de calcul. Méthode de Monte-Carlo dans les mêmes conditions exigenN modelisa-
tions des variables aléatoiresXi j et N calculs des valeurs de la fonctionfn(Xi) au lieu de
10n dans la méthode de Simpson. Il est clair que pourn grand la méthode de Monte-Carlo
est uniquement possible. Mais il est raisonable bien sûr de trouver un estimateur supérieur
de la varianceσ2

n.
Exercice 1. Soit f une fonction continue périodique de périodeT = 1 surR1 :

f (x+T) = f (x), x∈ R1.
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Considérons une suite des variables aléatoires indépendantes{Xn}, uniformément distri-
buées sur[0,1], Xi ∼U([0,1]). Montrer que

1
n

n

∑
k=1

f (x+Xk)
P→

∫ 1

0
f (x)dx.

Exercice 2. Soit f continue sur[0,1]. Montrer que

lim
n→∞

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
f

(
x1 +x2 + ...+xn

n

)
dx1dx2...dxn = f (

1
2
).

Exercice 3. Calculer

lim
n→∞

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
cos2m π

2n
(x1 +x2 + ...+xn)dx1dx2...dxn, m∈ N.

Exercice 4. Soientg continue et bornée surR1 et

{Xn} P→ X.

Montrer que

a) limn→∞ Eg(Xn) = Eg(X) ( la suite du théorème de Lebesgue) ;

b) limn→∞ E |g(Xn−g(X)|r = 0, r > 0.

Exercice 5. Soit f continue sur[0,1]. Montrer que

lim
n→∞

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
f ( n
√

x1...xn)dx1...dxn = f (
1
e
).

Exercice 6. Soient f etg continues sur[0,1] et telles que pour toutx∈]0,1[

0≤ f (x) < cg(x), c > 0.

Montrer que

lim
n→∞

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0

f (x1)+ ...+ f (xn)
g(x1)+ ...+g(xn)

dx1...dxn =
∫ 1

0 f (x)dx
∫ 1

0 g(x)dx
.

Exercice 7. Montrer que

lim
n→∞

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0

x2
1 + ...+x2

n

x1 + ...+xn
dx1...dxn =

2
3
.

Exercice 8. Soit f telle quef ′′ est continue sur[0,1]. Montrer que

lim
n→∞

n
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0

[
f

(
x1 + ...+xn

n

)
− f

(
1
2

)]
dx1...dxn =

f ′′
(1

2

)

24
.

Exercice 9. Montrer que

a)

lim
n→∞

∫
...

∫

0≤xi≤1,x2
1+...+x2

n≤
√

n

dx1...dxn = 0;
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b)

lim
n→∞

∫
...

∫

0≤xi≤1,x2
1+...+x2

n≤ n
4

dx1...dxn = 0;

c)

lim
n→∞

∫
...

∫

0≤xi≤1,x2
1+...+x2

n≤ n
2

dx1...dxn = 1.

Exercice 10. Calculer

a)

lim
n→∞

∫
...

∫

{x2
1+...+x2

n≤n}
f (x1)... f (xn)dx1...dxn;

b)

lim
n→∞

∫
...

∫

{∑n
k=1x2

k≤an}
f (x1)... f (xn)dx1...dxn (a < σ2);

c)

lim
n→∞

∫
...

∫

{∑n
k=1x2

k≤an}
f (x1)... f (xn)dx1...dxn (a > σ2);

si f satisfait aux condition

1 =
∫ ∞

−∞
f (x)dx, σ2 =

∫ ∞

−∞
x2 f (x)dx< ∞.

Exercice 11. On dit qu’une suite de nombres{an}, n ∈ N∗, an ∈ [0,1] est uniformément
distribuée au sens de H.Weyl sur[0,1] si pour toute fonction continuef , intégrable sur
[0,1] au sens de Riemann

lim
n→∞

1
n

n

∑
k=1

f (ak) =
∫ 1

0
f (x)dx.

Soit {Xn} une suite de variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur
[0,1]. Montrer que avec probabilité égale à 1{Xn} est uniformément distribuée au sens
de Weyl sur[0,1].

Remark 1. On rappele que

∫ b

a
f (x)dx=

∫ u(b)

u(a)

f (u−1(t)
u′(u−1(t))

dt,

en faisant le changement de variablest = u(x). En statistique on utilise souvent les trans-
formations en choisissant :

u(x) = e−x, u(x) = 1/x, u(x) = x/(1+x).
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Chapitre 2

ELEMENTS DE LA THEORIE DE
L’ESTIMATION PONCTUELLE.

2.1 Modèle statistique. Fonction de vraisemblance.

Soient(Ω,A ,P) un espace probabilisé et(Rn,Bn) un espace borélien.
Définition 1. Une application

X = X(ω) = (X1(ω),X2(ω), . . . ,Xn(ω))T : Ω→ Rn

de l’ensembleΩ = {ω} de tous les événements élémentaires dansRn est appelée unvecteur
aléatoiresi

X−1(B) ∈ A , pour toutB∈ Bn. (1)

Définition 2. Soit PX une mesure sur(Rn,Bn), déterminée par la formule suivante :

PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B}= P{X−1(B)}= P{X ∈B}. (2)

La mesurePX, déterminée sur laσ-algèbre borélienneBn par l’égalité (2), s’appellela
distribution(la répartition)deX dansRn.

Supposons que la distributionPX deX appartienne à une famille

P = {Pθ, θ ∈Θ}.
Définition 3. On appellemodèle statistiquele triplet (Rn,Bn,P ).

Souvent au lieu de(Rn,Bn,P ) on écrit(Rn,Bn,Pθ, θ ∈Θ) pour indiquer l’espace des
paramètresΘ.

Définition 4. Un modèle(Rn,Bn,Pθ, θ ∈ Θ) est ditdominépar une mesureσ-finie µ dans
Rn, si la familleP = {Pθ, θ ∈Θ} estabsolumemt continuepar rapport àµ :

Pθ ¿ µ, ∀θ ∈Θ.

Autrement dit, le modèle(Rn,Bn,Pθ, θ ∈ Θ) est dominé parµ, si pour toutθ ∈ Θ il
existe une fonction non négativeBn- mesurablep(x;θ) telle que

Pθ(B) =
∫

B

p(x;θ)dµ(x)
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pour toutB∈ Bn. La fonctionp(x;θ) = pθ(x) est appeléela dérivée de Radon-Nikodymde
la mesurePθ par rapport à laσ-mesureµ, et on note souvent

p(x;θ) =
dPθ
dµ

(x) ou dPθ(x) = p(x;θ)dµ(x).

Considérons le modèle :

H0 : X ∼ p(x;θ),θ ∈Θ,x ∈ Rn,

d’après lequel la densité d’un vecteur aléatoireX = X(ω) de dimensionn appartient à une
famille des densités

{p(x;θ),θ ∈Θ},x = (x1,x2, . . . ,xn)T ∈ Rn.

Définition 5. Si Θ est un ensembleΘΘΘ de Rm, on dit que le modèleH0 estparamétrique,
sinon le modèleH0 s’appellenon paramétrique.
Définition 6. La variable aléatoire

L(θ) = L(X,θ) = p(X;θ), θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm, (3)

est appeléela fonction de vraisemblance deX.
Remarque 1.On appelleL(θ) ainsi car la fonction de vraisemblenceL(θ), sachant la réali-
sationx du vecteur aléatoireX, nous permet de comparer les paramètresθ1 ∈ΘΘΘ et θ2 ∈ ΘΘΘ.
Si

L(θ1) > L(θ2),

il est plus probable queX = x pourθ = θ1.
Avec cette optique il est très naturel de considérer

θ̂n = θ̂n(X) = argθ maxL(θ), i.e. L(θ̂n) = max
θ∈ΘΘΘ

L(θ),

comme un estimateur deθ, appelél’estimateur de maximum de vraisemblance.

2.2 Statistique. Échantillon. Loi empirique.

Définition 1. Soit T = T(x) une application de(Rn,Bn) dans un espaceE muni d’uneσ-
algèbre borélienneE ,T : Rn → E. On dit queT estune application boréliennesi pour
tout ensemble borélienB de l’espace(E,E), B∈ E , T−1(B) est un ensemble borélien dans
(Rn,Bn), i.e.

{x : T(x) ∈ B}= T−1(B) ∈ Bn, pour toutB∈ E .

Définition 2. SoientX = X(ω) un vecteur aléatoire sur(Ω,A ,P), X : Ω→Rn, etT(x), une
application borélienne deRn dans un espace mesurable(E,E),

T : Rn→ E.
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Dans ce cas on dit queT(X) = T(X(ω)) est unestatistiqueet l’applicationT elle-même
s’appelle unefonction de décision.

En d’autres termes n’importe quelle transformation du vecteur d’observationsX ne dé-
pendant pas du paramètre inconnuθ est une statistique.
Définition 3. SoitX(ω) = (X1(ω),X2(ω), . . . ,Xn(ω))T un vecteur aléatoire. Considérons un
modèleH0 d’après lequel les variables aléatoiresX1, . . . ,Xn sont indépendantes et suivent
la même loi. Dans ce cas on dit queX est unéchantillon de taillen et on écritX au lieu de
X.
Remarque 1.SoitX = (X1, . . . ,Xn)T un échantillon de taillen, X : Ω → Rn. Considérons
un modèle paramétrique

H0 : X∼ p(x;θ), θ ∈ΘΘΘ, x ∈ Rn.

Soit f (xi ;θ) la densité deXi : R1×ΘΘΘ→ R1. Dans ce cas pour toutx ∈ Rn

p(x;θ) =
n

∏
i=1

f (xi ;θ), θ ∈ΘΘΘ,

et la fonction de vraisemblance de l’échantillonX est

L(θ) = p(X;θ) =
n

∏
i=1

f (Xi ;θ), θ ∈ΘΘΘ.

Exemple 1. Statistiques d’ordre. Vecteur des rangs.SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,
X ∈ X ⊂ Rn. A toute réalisationx = (x1, ...,xn)T ∈ X deX on peut associer le vecteur
x(n) = (x(1), ...,x(n))T obtenu en ordonnant lesxi par ordre croissant

x(1) ≤ x(2) ≤ ...≤ x(n).

La statistique correspondanteX(n) = (X(1), ...,X(n))T est appeléele vecteur des statistiques
d’ordre etX(i) est lai-ème statistique d’ordre dansA ⊂ Rn :

A = {x = (x1, ...,xn)T ∈ Rn : x1≤ x2≤ ...≤ xn}.

Si de plus on associe àX le vecteurR = (R1, ...,Rn)T des rangsRi desXi (i = 1, ...,n), dans
X(n), avec

Ri =
n

∑
j=1

1{Xj≤Xi}

et on suppose que
P{X(1) < X(2) < · · ·< X(n)}= 1,

alors dans ce cas la correspondence entreX et la statistique(X(n),R) est bijective. En gé-
néral,R est à valeurs dans l’ensembleσn des permutations desn premier entiers, avec
répétition car il peut y avoir desex aequoparmi les composantes deX. Cependant, si la
probabilité pour qu’au moins deux des composants deX soient égales est nulle,R est à
valeurs dans l’ensembleσn des permutations de{1,2, ...,n}. Cela se produit en particulier
si la loi deX admet une densitép(x) par rapport à la mesure de Lebesgue surRn. Parfois,
au lieu deX(n) on utilise le signeX(·).
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La statistiqueJn = (J1, ...,Jn)T , oú

Jk =
n

∑
j=1

j1{Rj=k}, k = 1,2, ...,h,

est connue comme levecteur des antirangs.
SoitF(x) = P{X1≤ x} la fonction de répartition deX1. Dans ce cas on a, par exemple,

P{X(n) ≤ x}= Fn(x), P{X(1) ≤ x}= 1− [1−F(x)]n,

P{X(r) ≤ x}= n!
n

∑
k=r

Fk(x)(1−F(x))n−k

k!(n−k)!
,

puisque

P{X(r) ≤ x < X(r+1)}=
n!

r!(n− r)!
(F(x))r [1−F(x)]n−r .

Donc si la loiF deX1 est absolument continue, i.e. s’il existe la densitéf (x) telle que

F(x) =
∫ x

∞
f (u)du, x∈ R1,

alors la loi deX(r) est absolument continue aussi et sa densité est donnée par la formule

fX(r)(x) =
n!

(r−1)!(n− r)!
(F(x)r−1[1−F(x)]n−r , r = 1, ...,n.

Exemple 2.SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon. Dans ce cas les statistiques

T1 =
n

∑
i=1

Xi , T2 =
n

∑
i=1

X2
i , X̄n =

T1

n
, s2

n =
1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2,

T3 = X(1), T4 = X(n), T5 = X(n)−X(1), Vn =
sn

X̄n

donnent des exemples simples de statistiques scalaires, tandis que

T = (T1,T2)T et U = (X̄n,s
2
n)

T

sont deux statistiques vectorielles de dimension deux. La statistiqueVn s’appelle le coeffi-
cient de variabilité,T5 est l’étendu de l’échantillon,T3 etT4 sont les statistiques extrémales.
Exemple 3. La loi empirique. Soit X = (X1, ...,Xn)T un échantillon,F(x) = P{Xi ≤ x}
est la fonction de répartition deXi . Ayant la réalisationx = (x1, ...,xn)T de la statistique
X= (X1, ...,Xn)T , nous pouvons construire la fonction

Fn(x) = Fn(x;x1, ...,xn) =
1
n

n

∑
i=1

1]−∞,x](xi) =
1
n

n

∑
i=1

1]−∞,x](x(i)), x∈ R1,

dont la valeurFn(x) en n’importe quel pointx, x∈ R1, représente la réalisation de la statis-
tique

Fn(x) = Fn(x;X1, ...,Xn) =
1
n

n

∑
i=1

1]−∞,x](Xi) =
1
n

n

∑
i=1

1]−∞,x](X(i)),
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calculée au point choisix.
Par construction, la fonctionFn(x), x ∈ R1, a toutes les propriétés d’une fonction de

répartition, car elle est croissante de0 à 1 et continue à droite, et pour cette raison nous
pouvons introduire une variable aléatoire discrète, disonsX, dont la loi conditionnelle,
conditionnée parX= x, est donnée par la fonctionFn(x), c’est-à-dire

Fn(x) = P{X ≤ x | X= x}= P{X ≤ x | X1 = x1, ...,Xn = xn}, x∈ R1,

et par conséquent
Fn(x) = P{X ≤ x | X}, x∈ R1.

Cette formule détermine la fonction de répartitionaléatoireet, par tradition, on l’appellela
fonction de répartition empirique. Par conséquent, la loi conditionnelle de la variable aléa-
toire X, conditionnée parX, s’appellela loi empirique. La loi empirique est la loi discrète
deX telle que

P{X = Xi | X}=
1
n

pour touti = 1,2, ...,n etFn(x) est la fonction de répartition de cette loi.
Les statistiques̄Xn et s2

n représentent la moyenne et la variance de la loi empirique. Par
définition la statistique

x̂P = X([nP]+1)

représenteP- quantile de la loi empirique, et par conséquant,x̂0.5 = X([ n
2 ]+1) est la médiane

de la loi empirique.

Remarque 2. SoitX = (X1, . . . ,Xn)T un vecteur aléatoire,X ∈Rn, dont la densité estpX(x),
x = (x1, . . . ,xn)T.

Considérons une statistiqueY = f (X), où f : Rn→ Rn est une application dérivable.
Notons

y = f (x), i.e. y = (y1, . . . ,yn)T, où y j = f j(x), x∈ Rn.

Le Jacobien def est une application

D f : Rn→ R1,

donnée par la formule :

D f (x) = det

∥∥∥∥
∂ f j(x)

∂xi

∥∥∥∥ ,

i.e.D f (x) est le déterminant de la matrice Jacobienne.
Si D f (x) 6= 0 au voisinage d’un pointx, x∈ Rn, dans ce casf−1(y) existe au voisinage

du pointy = f (x) avec
D f−1( f (x))D f (x) = 1, (1)

ou
D f−1(y)D f (x) = 1, y = f (x).

Si f−1 existe, alors d’après une propriété connue en analyse, pour toute fonction integrable
ϕ deRn on a ∫

A

ϕ(y)dy=
∫

f−1(A)

ϕ( f (x))|D f (x)|dx (2)
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pour toutA, borelien deRn. C’est la formule de changement de variables dans une intégrale.

Lemme 1. SoientY = f (X) et pX(x) la densité deX, X ∈Rn, où f est telle quef−1 existe.
Dans ce cas la densitépY(y) de la statistiqueY est donnée par la formule

pY(y) = pX( f−1(y))|D f−1(y)|. (3)

Démonstration. D’après (2) pour toutB borélien,B∈ Bn, on a :

P{Y ∈ B}=
∫

B

pY(y)dy= P{X ∈ f−1(B)}=

=
∫

f−1(B)

pX(x)dx=
∫

B

pX( f−1(y))|D f−1(y)|dy,

et donc
pY(y) = pX( f−1(y))|D f−1(y)| (4)

et vice-versa
pX(x) = pY( f (x))|D f (x)|. (5)

Théorème 1. SoitX = (X1, ...,Xn)T. Dans ce cas la densité deX1 est

pX1(x1) =
∫

Rn−1

pX(x1, ...,xn)dx2 · · ·dxn.

Démonstration. Pour toutA borélien dansR1, A∈ B, on a

P{X1 ∈ A}= P{X1 ∈ A,−∞ < X2 < +∞, ...,−∞ < Xn < +∞}=

∫

A

∫

Rn−1

pX(x)dx1 · · ·dxn =
∫

A





∫

Rn−1

pX(x1, ...,xn)dx2 · · ·dxn



dx1,

et donc

X1∼ pX1(x1) =
∫

Rn−1

pX(x1, ...,xn)dx2 · · ·dxn.

Exemple 4. SoitX = (X1,X2)T, Y1 = X1 +X2. Trouvons la densité de la statistiqueY1.
Considérons la statistiqueY = (Y1,Y2)T = f (X), où

Y1 = X1 +X2 = f1(X), Y2 = f2(X) = X2,

i.e.
f (x) = (y1,y2) = ( f1(x), f2(x))T,

f1(x) = x1 +x2, f2(x) = x2.

Dans ce cas
∂ f1(x)

∂x1
= 1,

∂ f1(x)
∂x2

= 1,
∂ f2(x)

∂x1
= 0,

∂ f2(x)
∂x2

= 1
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et donc

D f (x) = det

∥∥∥∥
1 1
0 1

∥∥∥∥ = 1, D f−1(y) = 1,

oùx = (x1,x2)T = f−1(y) est donnée par les formules :

x1 = f−1
1 (y) = y1−y2,

x2 = f−1
2 (y) = y2,

et donc
∂ f−1

1 (y)
∂y1

= 1,
∂ f−1

1 (y)
∂y2

=−1,
∂ f−1

2 (y)
∂y1

= 0,
∂ f−1

2 (y)
∂y2

= 1,

D f−1(y) = det

∥∥∥∥∥
∂ f−1

j (y)

∂yi

∥∥∥∥∥ = 1.

D’après (4) on a

pY(y) = pX( f−1(y)) | D f−1(y) |= pX(y1−y2,y2) (6)

et, par conséquant, on en déduit que (avec l’aide du Théorème 1)

pY1(y1) =
∞∫

−∞

pY(y)dy2 =
∞∫

−∞

pX(y1−2,y2)dy2. (7)

Théorème 2.Si la densitépX(x) du vecteurX ∈ Rn est présentée par la formule

pX(x) =
n

∏
i=1

pXi(xi),

où pXi(xi) est la densité deXi , dans ce cas les variables aléatoiresX1,X2, . . . ,Xn sont
indépendantes.
Démonstration. SoientAi1,Ai2, ...,Aik des ensembles boréliens dansR1. Dans ce cas

P{Xi1 ∈ Ai1, Xi2 ∈ Ai2, ...Xik ∈ Aik}= P{Xi j ∈ Ai j , j = 1, ...,k; Xi ∈ R1, i 6= j}=
∫

Ai1

∫

Ai2

· · ·
∫

Aik

∫

Rn−k

pXi1(xi1)...pXi k(xi k)dxi1 · · ·dxik ∏
i 6=i j

pXi(xi)dxi =

k

∏
j=1

∫

Ai j

p(xi j )dxi j =
k

∏
j=1

P{Xi j ∈ Ai j}.

Remarque 3. SoitX = (X1,X2)T un vecteur aléatoire, dont les componentes sont indépen-
dantes. Dans ce cas

pX(x) = pX(x1,x2) = pX1(x1)pX2(x2), (8)

et donc la densité de la statistiqueY1 = X1 +X2 est donnée par la formule

pY1(y1) =
∫

pY1(y1−y2)pX2(y2)dy2 =
∫

pX1(y2)pX2(y1−y2)dy2. (9)
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En effet, de (7) on trouve que

pY1(y1) =
∞∫

−∞

pX(y1−y2,y2)dy2 =
∞∫

−∞

pX1(y1−y2)pX2(y2)dy2

(on a utilisé l’indépendance deX1 etX2 et (8)).

2.3 Estimateur ponctuel. Consistance. Estimateur inva-
riant

Considérons le modèle paramétriqueH0 d’après lequel

X ∼ p(x;θ), x∈ Rn, θ ∈Θ⊂ Rm, 1≤m≤ n.

Définition 1. Soit T = T(X) une statistique telle que

T : Rn→ ΘΘΘ⊂ Rm, m≤ n.

Dans ce cas la statistiqueT s’appelleun estimateur statistique ponctuelou, tout simplement,
un estimateurpourθ = (θ1, . . . ,θm)T.

Si la vraie valeur du paramètreθ est inconnue, alors la réalisation

θ∗ = T(x), θ∗ ∈Θ⊂ Rn,

de l’estimateurT(X) est considérée comme une approximation expérimentale pourθ,

θ∼= θ∗ = T(x).

On dit que c’estl’estimation ponctuelledeθ.
Remarque 1. Parfois, pour souligner qu’on travaille avec un vecteur d’observationsX
d’ordren, on ecritθ∗n au lieu deθ∗.
Définition 2. On appellebiais de l’estimateurT = T(X) de θ,θ ∈ ΘΘΘ ⊂ Rm, la fonction
b : ΘΘΘ→ Rm,

b(θ) = Eθ(T−θ), θ ∈ΘΘΘ.

Si
b(θ)≡ 0m, θ ∈ΘΘΘ

on dit que l’estimateurT estsans biais.
Remarque 2.Soientθ∗n et θ̄n deux estimateurs scalaires sans biais pourθ ∈Θ⊂ R1 :

Eθθ∗n = Eθθ̄n, θ ∈Θ.

Dans ce cas̃θn = Eθ(θ∗n|θ̄n) est aussi un estimateur sans bias pourθ :

Eθθ̃n = Eθ{Eθ(θ∗n|θ̄n)} ≡ θ, θ ∈Θ.

SupposonsVarθθ̄n etVarθθ∗n existent. Alors, comme

Varθθ∗n = Eθ{Varθ(θ∗n|θ̄n)}+Varθ{Eθ(θ∗n|θ̄n)},
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et
Eθ{Varθ(θ∗n|θ̄n)} ≥ 0,

on en tire que
Varθθ̃n = Varθ{Eθ(θ∗n|θ̄n)} ≤ Varθθ∗n.

Il est évident que par symétrie on obtient également que

Varθθ̃n≤ Varθθ̄n.

Définition 3. {Tn} est une suite d’estimateursasymptotiquement sans biaispour le para-
mètreθ, θ ∈ΘΘΘ, si pour toutθ ∈ΘΘΘ

bn(θ) = Eθ(Tn−θ)→ 0m,

lorsquen→ ∞.
Définition 4. Soit {θ∗n} une suite d’estimateurs ponctuels pourθ, θ∗n = θ∗n(X). On dit que
{θ∗n} est une suiteconsistanteou cohérantepourθ, si {θ∗n} converge en probabilité versθ,
i.e. si pour toutε > 0

Pθ{‖θ∗n−θ‖> ε}→ 0, quandn→ ∞.

Critère de consistance.SoitTn une suite d’estimateurs asymptotiquement sans biaispour

le paramètre scalaireθ, θ ∈Θ⊂ R1, telle queVarθTn→ 0, lorsquen→ ∞. Alors θ∗n
P→ θ.

En effet, de l’inégalité de Tchebychev, on tire que pour toutε > 0

Pθ{| Tn−θ |> ε} ≤ Eθ(Tn−θ)2

ε2 =
VarθTn

ε2 +
b2

n(θ)
ε2 → 0,

lorsquen→ ∞, puisquebn(θ) = EθTn → 0 quandn→ ∞, et donc la suite{Tn} est consis-
tante.
Définition 5. Soit θ∗n = θ∗n(X1, ...,Xn) un estimateur de paramètreθ. On dit queθ∗n est inva-
riant par rapport au paramètre de translationC, C∈ R1, si

θ∗n(X1 +C,X2 +C, ...,Xn +C) = θ∗n(X1, ...,Xn).

Exemple 1. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,Xi ∼ N(µ,σ2). Dans ce cas la statistique
µ∗n(X1, ...,Xn) = X̄n n’est pas un estimateur invariant pourµ par rapport au paramètre de
translationC, parce que

µ∗n(X1 +C, ...,Xn +C) = C+ X̄n 6= µ∗n(X1, ...,Xn).

Par contre la statistique

s2
n = s2

n(X1, ...,Xn) =
1
n

n

∑
j=1

(Xj − X̄n)2

est un estimateur invariant pourσ2 par rapport au paramètre de translationC, parce que

s2
n(X1 +C, ...,Xn +C) = s2

n(X1, ...,Xn).
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2.4 Fonction de perte, fonction de risque.

Définition 1. (Fonction de perte).Soit T = T(X) : Rn → Θ un estimateur ponctuel du
paramètreθ, θ ∈Θ⊂R1. Toute fonction non négativel(t,θ) : Θ×Θ→R1

+ convexe ent
est appeléefonction de pertede l’estimateurT.

Les fonctions de perte servent à mesurer la qualité d’un estimateur ; cela suppose donc
que la valeur observéel(t,θ) de la fonctionl(T(X),θ), représente lapertepour chaqueθ
qui résulte de l’utilisation de la valeur deT au lieu deθ. Il est naturel de supposer que
l(θ,θ) = 0. On utilise le plus souvent la fonction

l(T(X),θ) = (T(X)−θ)2, θ ∈Θ,

comme fonction de perte (fonction de perte quadratique). Mais on peut aussi prendre

l(T(X),θ) =| T(X)−θ |, l(T(X),θ) =
(

1− T(X)
θ

)2

ou

l(T(X),θ) =
T
θ
− ln

(
T
θ

)
−1.

Il est intéressant aussi d’utiliser des fonctions convexes et de choisir

l(T(X),θ) = g(T(X)−θ), θ ∈Θ,

oùg est une fonction convexe non négative.
Définition 2. (Fonction de risque).On appellefonction de risqueou risque de l’estimateur
T par rapport à la fonction de pertel l’espérance mathématique de la fonction de perte

Rl (T,θ) = Eθ{l(T,θ)}, θ ∈Θ.

Cette fonction représente manifestement la perte moyenne lorsqu’on utilise l’estimateur
T(X) quand la vraie valeur du paramètre estθ.

Par exemple, si

l(T,θ) =
{

1, | T−θ |≥ ε,
0, | T−θ |< ε,

alors la fonction de risque est

Rl (T,θ) = Eθ{l(T,θ)}= Pθ{| T−θ |≥ ε}, θ ∈Θ.

Cette définition nous permet d’introduire unerelation d’ordre partielsur les estimateurs
deθ. Il est logique d’admettre que l’estimateurT1 est préférable à l’estimateurT2 par rapport
à la fonction de pertel , si

Rl (T1,θ)≤ Rl (T2,θ), θ ∈Θ.

Remarque 1.Lorsque la fonction de perte choisie est la fonction de perte quadratique,
le risque-associé est appelérisque quadratique. Dans le cas d’un estimateur sans biais, le
risque quadratique correspond à la variance de l’estimateur.
Remarque 2.Dans le cas où le paramètreθ = (θ1, ...,θm)T est un élément deΘΘΘ⊂Rm, alors
les produits sont des produits scalaires et les variances sont des matrices de covariance.
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Plus d’information et des exemples on peut trouver, par exemple, dans Voinov& Nikulin
(1993), (1996).

2.5 Statistiques exhaustives, nécessaires, minimales et com-
plètes.

Considérons le modèle

H0 : X ∼ p(x;θ), θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm, x ∈ Rn,

où la densité du vecteurX = X(ω) de dimensionn, X : Ω → Rn, appartient à une famille
des densités

{p(x;θ),θ ∈ΘΘΘ},x = (x1,x2, . . . ,xn)T ∈ Rn.

Définition 1. Exhaustivité. On dit qu’une statistique

T = T(X), T : Rn→ Rk, m≤ k≤ n,

estexhaustive pour le paramètreθ oupour la famille des densités

{p(x;θ),θ ∈ΘΘΘ},
si la loi conditionnelle deX, sachantT,

Pθ{X ≤ x | T = t}
ne dépend pas deθ, i.e.

Pθ{X ≤ x | T = t}= P{X ≤ x | T = t}.

Remarque 1.Le fait que la loi conditionnelle deX, sachantT, ne dépende pas deθ signifie
queT contient toute l’information sur le paramètre inconnuθ.
Remarque 2.En pratique, il est très difficile de répondre à la question s’il existe une sta-
tistique exhaustive ou non en utilisant cette definition. Mais, ce qui est plus ennuyeux c’est
que cette definition ne donne aucune méthode pour construire des statistiques exhaustives.
Il est donc très important d’avoir un critère simple qui permettrait de trouver des statistiques
exhaustives.

Théorème. (Critère de factorisation de Neyman-Fisher).
Une statistiqueT = T(X) est exhaustive pourθ si et seulement si la fonction de vrai-

semblanceL(θ) deX peut être factorisée de la façon suivante :

L(θ) = g(T;θ)W(X), (1)
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où le premier facteurnedépend que deT et θ, et le secondnedépend que deX.
Démonstration. On va donner la démonstration de ce théorème dans le cas où

i) X = X= (X1, . . . ,Xn)T est un échantillon,
Xi ∼ f (xi ;θ), xi ∈ Xi = X ⊂ Rn, θ ∈ΘΘΘ;

ii) l’espace des réalisationsX deXi est fini ou infini dénombrable,

et donc la distribution deX est discrète dans

X n = X1×X2×·· ·×Xn = X ×X ×·· ·×X , X n⊂ Rn;

i.e.
X∼ p(x;θ) = Pθ{X= x}> 0, x = (x1, · · · ,xn)T ∈ X n, θ ∈ΘΘΘ,

où

p(x;θ) =
n

∏
i=1

f (xi ;θ)

est la densité deX. On suppose aussi queX ne dépend pas deθ.
Tout d’abord on démontre que siT = T(X) est une statistique qui verifie (1), elle est

exhaustive.
Soit T une statistiqueT : X n → T telle que (1) ait lieu, oùT = {t} ⊂ Rk est l’espace des
réalisations deT, i.e.

Pθ{T = t}> 0, t ∈ T .

Notons
Xt = {x = (x1, . . . ,xn)T : T(x) = t, x∈ X n⊂ Rn}

l’orbite, correspondant à la valeurt, t ∈ T , de la statistiqueT. Il est évident queX n =⋃
t∈T Xt .

Comme{T(X) = t}= {X ∈ Xt} on a

Pθ{X= x|T(X) = t}=
Pθ{X= x,T(X) = t}

Pθ{T(X) = t} =

=





Pθ{X= x}
Pθ{T = t} , si x∈ Xt ,

0, sinon,

car

Pθ{X= x,T(X) = t}=
{

Pθ{X= x}, si T(X) = t,
0, sinon.

On remarque que d’après (1) on a

Pθ{X= x}= p(x;θ) =
{

g(t;θ)W(x), x∈ Xt ,
0, sinon.

Par ailleurs pour toutt ∈ T on a

Pθ{T(X) = t}= ∑
x∈Xt

Pθ{X= x}=
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= ∑
x∈Xt

g(T(x);θ)W(x) = ∑
x∈Xt

g(t;θ)W(x) = g(t;θ) ∑
x∈Xt

W(x),

d’où on tire que

Pθ{X= x|T(X) = t}=





W(x)
∑

x∈Xt
W(x) , x∈ Xt ,

0, sinon.

Commex est arbitraire,x∈ X n, etXt ne dépend pas deθ, donc

Pθ{X= x|T(X) = t}= p(x|t)

ne dépend pas deθ, i.e.T est une statistique exhaustive.
Réciproquement, si

Pθ{X= x|T(X) = t}= P{X= x|T(X) = t}= p(x|t)

ne dépend pas deθ, alors d’après le théorème de multiplication des probabilités, on a

p(x;θ) = Pθ{X= x}= Pθ{X= x|T(X) = t}Pθ{T(X) = t}=

= p(x|t)g(t;θ) = g(t;θ)W(x), x∈ X n =
⋃

Xt ,

oùW(x) = p(x|t) = p(x|T(x)), i.e. on obient (1), et donc le théorème est démontré.
Remarque 3.Il faut noter que, en principe, une statistique exhaustives, comme n’importe
quelle statistique, n’est pas un estimateur du paramètre inconnu. On a vu que la définition de
statistique est plus large que la définition d’estimateur. Evidemment, certaines statistiques
exhaustives peuvent être des estimateurs mais, en général, ce n’est pas le cas. L’idée d’uti-
liser des statistiques exhaustives permet de réduire les données expérimentales sans perdre
l’information. Chercher des estimateurs est l’étape suivante du traitement des observations.
Cela signifie que il est recommandé de chercher les estimateurs statistiques en termes des
statistiques exhaustives, si elles existent.
Définition 2. Soit T une statistique exhaustive. Dans ce casU = U(T) est appelée une
statistiquenécessaire.

Pour que la statistique nécéssaireU = U(T) soit exhaustive il suffit queU(·) soit inver-
sible.
Définition 3. SoitU l’ensemble de toutes les statistiques exhaustives pour la famille{Pθ, θ∈
ΘΘΘ}. Une statistique exhaustiveU, U ∈ U, est diteminimalesi elle est nécessaire par rap-
port à toute autre statistique exhaustiveT, T ∈ U, i.e. pour chaqueT ∈ U il existe une
applicationU : U = U(T).

On dit aussi queU est uneréductionde toute statistique exhaustiveT (d’où le nom de
minimale). Cela signifie queU est une réduction deT si de l’égaliteT(x1) = T(x2) il suit
l’égalitéU(x1) = U(x2), x1,x2 ∈ X n.

Donc, une statistique exhaustive minimaleU est la statistique exhaustive la plus gros-
sière, et donc elle “réduit” au maximum l’espace des observations sans perdre l’information
surθ. SoitV = H(U). Si H est inversible, c’est-à-direH est une application bijective bime-
surable, alorsV est elle aussi exhaustive, sinonV n’est plus exhaustive. SiH est inversible,

V ∼U ,
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et dans ce sensU est unique(classe d’équivalence).
Remarque 4. SoientT = T(X) une statistique exhaustive,

L(X;θ) = g(T;θ)W(X), T : X n→ T ,

etS= S(X) une autre statistique, telle que

S= S(X) = U(T(X)), S: X n→ J ,

oùU(·) est une fonction inversible i.e., siU : T → J , alors il existe

R= U−1 : J → T ,

telle que
T(X) = R(S) = R(S(X)).

On peut affirmer queSest elle aussi exhaustive ; en effet

L(X;θ) = g(T;θ)W(X) = g(R(S(X));θ)W(X) =

= g∗(S(X);θ)W(X) = g∗(S;θ)W(X).

Nous dirons queT et Ssontéquivalentes, T ∼ S, si elles sont inverses l’une de l’autre. On
dit souvent aussi queW(X) est une statistiqueauxiliaire oucomplémentaire.
Définition 4. On dit que la famille de densités{ f (x;θ), θ ∈ ΘΘΘ ⊂ Rm} estcomplètesi la
seule fonctionT, T : R1→ R1, qui vérifie l’équation intégrale

+∞∫

−∞

T(x) f (x;θ)dx= 0 pour tout θ ∈ΘΘΘ

est telle queT(x) = 0 presque partout.
Remarque 5.Si X ∼ f (x;θ), θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm, la complétudede la famille{ f (x;θ)} signifie
que le seul estimateur sans biais de 0 est une statistiqueT(X) qui est nulle presque partout.
Définition 5. Soit T = T(X) une statistique,T : Rn→ Rk,

T ∼ g(t;θ), θ ∈ΘΘΘ, t ∈ Rk.

On dit que lastatistiqueT est complète, si la famille{g(t;θ)} est complète.
Remarque 6.Pour mener à bien les estimations et les tests classiques, paramétriques ou
non paramétriques, on transforme les observations brutes en calculant des statistiques bien
choisies qui doivent avoir les propriétés suivantes :

1) Perdre le moins d’information possible, éventuellement pas du tout (et c’est le cas des
statistiques exhaustives) tout en réduisant au minimum le volume initial des observations.

2) Etre calculables ou avoir une bonne approximation. Par exemple, s’il s’agit d’un
estimateur obtenu par maximum de vraisemblance, il se peut que l’on ne puisse en obtenir
aisément qu’une valeur approchée au premier pas à partir d’un estimateur moins bon.

3) Leurs lois doivent être, soit connues explicitement, soit admettre une bonne approxi-
mation. Bonne voulant dire à la fois simple à calculer et ayant une bonne vitesse de conver-
gence vers la vraie valeur. Ce qui suit donne, grâce à des transformations appropriées des
observations, des statistiques qui ont ces propriétés et aussi de bonnes approximations par
des lois usuelles et permet ainsi de n’utiliser essentiellement que deux tables : celle de la loi
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normale standard et celle des lois gamma (ou chi-deux). Des exemples illustrent l’applica-
tion de ces méthodes qui donnent des approximations meilleures (de vitesse de convergence
plus rapide) que les approximations usuelles.

Ces techniques sont très utiles pour tous les statisticiens qui travaillent sur des pro-
blèmes concrets, en particulier chez les ingénieurs, mais aussi, dans les domaines de la
médecine et de la biologie.

Il y a plusieurs méthodes d’estimation d’un paramètreθ, par exemple :
10. La méthode des moments ( basée sur la loi empirique) ;
20. la méthode des moindres carrés (basée sur la méthode de Gauss) ;
30. La méthode de minimum du chi-deux ;
40. La méthode du maximum de vraisemblance, etc.

En général, ces méthodes sont différentes et par conséquant les propriétés des
estimateurs obtenus par ces méthodes sont différentes.

2.6 Information de Fisher. Inégalité de Rao-Cramer-Fréchet.
Théorème de Rao-Blackwell-Kolmogorov.

Considérons un modèle paramétrique ; on a vu qu’une statistique exhaustive conserve
toute “ l’information” du modèle.

Pour mesurerl’information contenue dans une statistique, Fisher a défini la quantité
d’information.

Considérons la famille des densités :

{ f (x;θ) : θ ∈Θ}, x∈ R1, Θ⊂ R1.

Supposons que cette famille estrégulière. C’est-à-dire :
i) il existe ∂

∂θ f (x,θ) pour toutθ ∈Θ ;
ii) l’ensemble desx pour lesquelsf (x,θ) = 0 est indépendant deθ ( le supportX de f

ne dépend pas du paramètreθ)
iii) on peut dériver sous l’intégrale par rapport àθ la quantité

∫

R1

f (x,θ)dx=
∫

X

f (x,θ)dx= 1. (1)

SoitX= (X1, ...,Xn)T unn-échantillon où

Xi ∼ f (xi ;θ), θ ∈Θ⊂ R1, xi ∈ R1.

Alors, la quantité

λ(Xj ;θ) =
∂ ln f (Xj ;θ)

∂θ
(2)

est appeléinformant de l’observationXj et la quantité suivante

Λ(X,θ) =
∂

∂θ
lnL(θ) (3)

est appeléinformantde l’échantillonX ; (L(θ) est la fonction de vraisemblance deX).
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Puisque

lnL(θ) =
n

∑
j=1

ln f (Xj ;θ)

on en tire que

Λ(X;θ) =
n

∑
j=1

λ(Xj ;θ). (4)

Définition 1. On appelleinformation de FisherdansX par rapport àθ la quantité :

In(θ) = VarθΛ(X,θ), (5)

si elle existe.
Remarque 1.Puisque

EθΛ(X;θ) = 0, θ ∈Θ, (6)

on a
In(θ) = EθΛ2(X,θ). (7)

Remarque 2.Si (1) peut être dérivée deux fois par rapport àθ sous le signe d’intégration,
alors on peut montrer que

In(θ) =−Eθ
∂

∂θ
Λ(X,θ). (8)

Remarque 3.Puisque

L(θ) = p(X;θ) =
n

∏
i=1

f (Xi ,θ),

on pourra écrire :
In(θ) = ni(θ), (9)

où
i(θ) = Eθλ2(Xj ;θ) (10)

représente l’information d’une des composantes, par exempleXj , du vecteurX. Nous en
déduisons que le vecteurX contientn fois plus d’information que chacune de ses compo-
santes. On remarque que si (1) peut être dérivée deux fois par rapport àθ, alors

i(θ) =−Eθ
∂

∂θ
λ(X1,θ). (11)

L’inégalité de Rao-Cramer-Fréchet. Si T = T(X) un estimateur sans biais du paramètre
θ, alors sous les conditions i)-iii)

VarθT ≥ 1
In(θ)

, θ ∈Θ. (12)

Démonstration. Soit τ la classe de tous les estimateursT = T(X) sans biais pour le para-
mètreθ :

τ = {T : EθT ≡ θ}.
Dans ce cas pour toutT ∈ τ on a

EθT =
∫

X n

T(x)p(x;θ)dx≡ θ, θ ∈Θ,
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et donc des conditions i)-iii) on tire que

∂
∂θ

∫

X n

T(x)p(x;θ)dx =
∫

X n

T(x)
∂

∂θ
p(x;θ)dx≡ 1,

i.e. on a

1≡
∫

X n

T(x)
∂

∂θ
p(x;θ)dx =

∫

X n

T(x)
[

∂
∂θ

ln p(x;θ)
]

p(x;θ)dx =

∫

X n

T(x)Λ(θ)p(x;θ)dx = Eθ{T(X)Λ(θ)}, θ ∈Θ,

où Λ(θ) est l’informant du vecteur d’observationX. Comme

EθT ≡ θ et EθΛ(θ)≡ 0

nous pouvons écrire que

Eθ{T(X)Λ(θ)}= Eθ{(T−θ)Λ}= Covθ(T,Λ)≡ 1, θ ∈Θ,

et donc de cette identité et de l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Bounjakovsky on tire que

1≡ Cov2
θ(T,Λ)≤ VarθT×VarθΛ = VarθTIn(θ),

d’où on obtient l’inégalité (12), connue sous le nom d’inégalité de Rao-Cramer-Fréchet.
Remarque 4.SiT = T(X) est un estimateur sans biais de la fonction différentiableg(θ), θ∈
Θ, alors on peut montrer que dans le cas régulier :

VarθT ≥ [g′(θ)]2

In(θ)
, θ ∈Θ. (13)

Par exemple, soitEθT = g(θ) = θ + b(θ), i.e. b(θ) est le biais de l’estimateurT. Dans ce
cas de (13) on tire que

VarθT ≥ [1+b′(θ)]2

In(θ)
.

Remarque 5.1/In(θ) n’est plus la borne inférieure de la variance d’un estimateur avec
biais.
Définition 2. Un estimateur sans biaisT = T(X) du paramètreθ seraefficacesi

VarθT =
1

In(θ)
. (14)

Un estimateur efficace est donc un estimateur sans biais pour lequel la borne inférieure de
l’inégalité de Rao-Cramer Fréchet est atteinte.
Remarque 6.En reprenant la remarque 4 on dira de la même façon queT est un estimateur
efficace deg(θ) si

VarθT =
[g′(θ)]2

In(θ)
, θ ∈Θ. (15)

Exemple 1.SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ f (xi ; p) = pxi(1− p)1−xi , p∈]0,1[, xi ∈ X = {0,1},
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i.e. Xi suit une loi de Bernoulli de paramètrep. Dans ce cas la fonction de vraisemblance
est

L(p) =
n

∏
i=1

f (Xi ; p) = p

n
∑

i=1
Xi

(1− p)
n−

n
∑

i=1
Xi

, p∈]0,1[

et donc

µn =
n

∑
i=1

Xi

est une statistique exhaustive pourp. Il est évident que la statistiqueµn suit la loi binomiale
B(n, p). On sait que :

Eµn = np et Varµn = np(1− p),

donc la statistique

p̂n = X̄n =
µn

n
est un estimateur sans biais pourp,

Ep̂n = EX̄n = p et Var p̂n =
p(1− p)

n
, p∈]0,1[. (16)

Pour montrer quêpn est le meilleur estimateur sans biais pourp, calculons la borne infé-
rieure dans l’inégalité de Rao-Cramer-Fréchet. Comme

lnL(p) = µn ln p+(n−µn) ln(1− p),

de (7) et (8) on déduit que

Λ(p) =
∂

∂p
lnL(p) =

µn

p
− n−µn

1− p
, (17)

d’où on tire que

In(p) = EΛ2(p) =−E
∂

∂p
Λ(p) =

n
p(1− p)

, p∈]0,1[, (18)

on voit donc quêpn est un estimateur efficace, puisque

In(p) =
1

Var p̂n
. (19)

On va prouver maintenant qu’il y a un seul estimateur sans biaisp̂n pour p, exprimé en
termes de la statistique exhaustiveµn, c’est-à-dire qu’on va montrer queµn est une statis-
tique exhaustive complète.

Supposons qu’il existe un autre estimateurp∗n = p∗n(µn) sans biais pourp,

Epp∗n(µn) = p.

Dans ce casδ(µn) = p̂n− p∗n est un estimateur sans biais pour0 :

Epδ(µn) = Ep(p̂n− p∗n) = 0, p∈]0,1[,
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i.e.,
n

∑
m=0

δ(m)
(

n
m

)
pm(1− p)n−m = 0, p∈]0,1[,

d’où on tire queδ(m)≡0, m∈{0,1, ...,n}, puisque le système des fonctions{1, t, t2, ..., tn, ...}
forme une base complète. Puisque la statistiqueµn est complète, on en déduit quep̂n est
unique, que c’est et donc le meilleur estimateur sans biais pourp et qu’il est efficace.
Supposons qu’il nous faille estimerp2. Comme

Varµn = Eµ2
n− (Eµn)2 = np−np2,

on trouve que

Eµ2 = np+n2p2−np2,

et donc

E
µ2

n

n(n−1)
=

p
n−1

+ p2.

CommeEµn = np, on obtient que la statistique

µn(µn−1)
n(n−1)

(20)

est le meilleur estimateur sans biais pourp2, puisqu’il est exprimé en termes de la statistique
exhaustive complète. De la même façon on peut montrer que

E
{

µn(µn−1) · · ·(µn−k+1)
n(n−1) · · ·(n−k+1)

}
= pk

pour tous lesk = 1,2, ..,n.
Example 2. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ f (xi ;θ) =
θxi

xi !
e−θ, xi ∈ X = {0,1,2, . . .}, θ > 0,

i.e.Xi suit une loi de Poisson de paramètreθ.
Comme

L(θ) =
n

∏
i=1

f (Xi ;θ) = e−nθθ
n
∑

i=1
Xi

(
n

∏
i=1

Xi

)−1

, θ > 0,

du critère de factorisation on déduit que la statistique

T =
n

∑
i=1

Xi

est exhaustive pourθ, et comme la famille{ f (x;θ)} est complète, on en déduit queT est la
statistique exhaustive minimale.

On remarque que dans ce modèle la statistique

W(X) =

(
n

∏
i=1

Xi

)−1
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est auxiliaire.
Il est facile de démontrer par des calculs directs que

Pθ{X= x|T = t}, x = (x1, . . . ,xn)T ∈ X n,

ne dépend pas deθ. En effet :

Pθ{X= x|T = t}=
Pθ{X1 = x1, . . . ,Xn = xn,T = t}

Pθ{T = t} =

=





Pθ{X= x}
Pθ{T = t} , si x∈ Xt ,

0, sinon.

Soit x∈ Xt = {x : ∑xi = t}. Dans ce cas pour∀t ∈ X

Pθ{X= x|T = t}=
Pθ{X= x}
Pθ{T = t} =

θx1

x1! e−θ · · · θxn

xn! e−θ

(nθ)t

t! e−nθ
=

=
t!

x1!x2! · · ·xn!

(
1
n

)t

.

Donc, la loi conditionnelle deX, sachantT = t, est la loi multinomiale uniforme, qui ne

dépend pas deθ, quelle que soit la valeur observéet de la statistique exhaustiveT =
n
∑

i=1
Xi .

On considère maintenant le problème de l’estimation du paramètreθ. Pour estimerθ on
appliquera la méthode du maximum de vraisemblance. Pour trouver

θ̂n = argθ maxL(θ),

il nous faut résoudre l’équation du maximum de vraisemblanceΛ(θ) = 0, puisque

Λ(θ) =
∂

∂θ
lnL(θ).

Comme
lnL(θ) =−nθ+T lnθ+ lnW(X),

on doit résoudre l’équation

Λ(θ) =−n+
T
θ

= 0,

dont la solution̂θn est

θ̂n =
1
n

T =
1
n

n

∑
i=1

Xi = X̄n.

CommeT suit une loi de Poisson de paramètrenθ, on obtient immédiatement que

Eθθ̂n = θ et Varθθ̂n =
θ
n
,

i.e. {θ̂n} est une suite consistante d’estimateurs sans biais du paramètreθ. On va montrer
queθ̂n est un estimateur efficace, c’est-à-dire qu’on a l’égalité :

Var θ̂n =
1

In(θ)
.
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En effet,

In(θ) =−Eθ
∂

∂θ
Λ(θ),

et comme
∂

∂θ
Λ(θ) =− T

θ2 ,

on trouve que l’information de Fisher surθ dansX est égale à

In(θ) =−Eθ
∂

∂θ
Λ(θ) =

1
θ2EθT =

n
θ
,

d’où on tire que

Var θ̂n =
1

In(θ)
=

θ
n
,

et doncθ̂n est un estimateur efficace pourθ. Comme la famille des densités
{

θx

x!
e−θ, θ > 0

}

est complète, on en déduit queθ̂n est un estimateur sans biais unique dans la classe des
estimateurs sans biais, exprimés en termes de la statistique exhaustiveT et θ̂n est donc le
meilleur estimateur sans biais pourθ.
Remarque 7. SoitX = (X1, ...,Xn)T un vecteur aléatoire ayant une distribution discrète dans
Rn. NotonsX = {x = (x1, ...,xn)T} l’espace des réalisations deX dansRn, c’est-à-dire que ;

P{X = x}= pX(x) = p(x) > 0, ∀x ∈ X ⊂ Rn

et

∑
x∈X

P{X = x}= P{X ∈ X }= 1,

où X est fini ou infini dénombrable, puisqueX suit une loi discrète.
Soit T = T(X) une statistique arbitraire,T(x) : X → τ, où τ = {t} est l’espace des

réalisations deT,
P{T = t}> 0 pour ∀t ∈ τ.

Pour toute valeur possiblet de la statistiqueT, t ∈ τ, on détermine son orbiteXt dansX :

Xt = {x : T(x) = t,x ∈ X }.
Il est évident que{Xt} est une partition deX :

⋃

t∈τ
Xt = X et Xt

⋂
Xt′ 6= 0, t, t′ ∈ τ, t 6= t′. (21)

La loi conditionnelle deX sachant queT = t est l’ensemble des probabilités conditionnelles
{p(x | t)} étant donnét fixé :

p(x | t) = P{X = x | T(X) = t}=




P{X=x,T(X)=t}
P{T(X)=t} = p(x)

∑
x∈Xt

p(x) , si x ∈ Xt ,

0, sinon,
(22)
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puisque

P{X = x,T = t}=
{

P{X = x}= p(x), si x ∈ Xt ,
0, sinon.

La famille des probabilités (22) est finie ou infinie dénombrable, et on choisitt dans (22)
de façon queP{T = t}> 0, i.e. t ∈ τ.

Soit U = U(X) une autre statistique,U(x) : X → U, telle queEU existe. D’après la
définition :

EU = EU(X) = ∑
x∈X

U(x)p(x). (23)

On détermine l’espérence conditionnelleE{U | T = t} sachant queT = t en termes de la
distribution conditionnelle (22) :

E{U | T = t}= ∑
x∈Xt

U(x)p(x | t) =

∑
x∈Xt

U(x)p(x)

∑
x∈Xt

p(x)
. (24)

Nous pouvons considererE{U |T = t} comme une réalisation de la variable aléatoireE{U |
T} quandT = t. Il est facile de prouver que

E{E{U | T}}= EU.

De (21) et (24) il suit que

E{E{U | T}}= ∑
t∈τ

E{U | T = t}P{T = t}=

∑
t∈τ

E{U | T = t} ∑
x∈Xt

p(x) =

∑
t∈τ

∑
x∈Xt

U(x)p(x) = ∑
x∈X

U(x)p(x) = EU,

puisque{Xt} est une partition deX . On a donc montré que

E{E{U | T}}= EU, (25)

et par conséquent pour calculerEU on peut tout d’abord calculerE{U |T = t} puisE{E{U |
T}}.

Soit X un vecteur aléatoire,X ∈ Rn, X ∼ F , F ∈ F , où F = {F} est une famille de
fonctions de répartitions dansRn. Soientψ = ψ(X) et ϕ = ϕ(X) deux statistiques,ψ :
Rn→ Rk, ϕ : Rn→ Rk, telles que

Eψ, Eϕ, EψψT, EϕϕT

existent.
Considérons la statistique

ΨΨΨ = ΨΨΨ(ϕ) = E{ψ|ϕ}, ΨΨΨ ∈ Rk.
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Il est évident que
EΨΨΨ = E{E{ψ|ϕ}}= Eψ,

ce qui signifie queΨΨΨ est un estimateur sans biais deEψ.

Théorème 1(Rao-Blackwell-Kolmogorov)
Pour toutz∈ Rk

zTE{(ΨΨΨ−Eψ)(ΨΨΨ−Eψ)T}z≤ zTE{(ψ−Eψ)(ψ−Eψ)T}z. (26)

Démonstration. Notons

∆ = [ψ−ΨΨΨ]Tz= [(ψ−Eψ)− (ΨΨΨ−Eψ)]Tz.

PuisqueE∆ = 0, nous obtenons

Var ∆ = E∆2 = E∆T∆≥ 0. (27)

Mais
∆2 = ∆T∆ = zT{(ψ−Eψ)(ψ−Eψ)T− (ψ−Eψ)(ΨΨΨ−Eψ)T−

−(ΨΨΨ−Eψ)(ψ−Eψ)T +(ΨΨΨ−Eψ)(ΨΨΨ−Eψ)T}z,
et par suite de (27), on peut tirer que

0≤ E∆2 = zT(Var ψ)z−zTCov(ψ,ΨΨΨ)z−
−zTCov(ΨΨΨ,ψ)z+zT(Var ΨΨΨ)z.

(28)

Puisque
Cov(ψ,ΨΨΨ) = E{(ψ−Eψ)(ΨΨΨ−Eψ)T}=

= E{E{(ψ−Eψ)(ΨΨΨ−Eψ)T|ϕ}}= E{E{(ψ−Eψ)|ϕ}(ΨΨΨ−Eψ)T}=

= E{(ΨΨΨ−Eψ)(ΨΨΨ−Eψ)T}= Var ΨΨΨ, (29)

alors de (27), (28) et (29) on déduit que

0≤ E∆2 = zT(Var ψ)z−zT(Var ΨΨΨ)z,

ce qu’il nous fallait démontrer.

Remarque 8. Si ψ = ψ(X) est un estimateur sans biais d’une fonctionnelleg(F), F ∈ F ,
alors

ΨΨΨ = E{ψ|ϕ}
est aussi un estimateur sans biais pourg(F), dont le risque quadratique n’est pas plus grand
que celui deψ. Ce théorème est très intéressant lorsqueϕ est une statistique exhaustive.

Exemple 1. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,

X∼ p(x;θ), θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm.

Supposons qu’il existe une statistique exhaustive

T = T(X), T : Rn→ Rk, m≤ k≤ n,
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dont la densité estg(t;θ), t ∈ Rk. Notonsq(x, t;θ) la densité conjointe deX et T, p(x | t)
la densité conditionnelle deX sachantT = t. Dans ce cas pour toutx fixé, x∈ Rn, p(x|T)
est un estimateur sans biais pourp(x;θ). En effet,

Ep(x|T) =
∫

Rk

p(x|t)g(t;θ)dt =
∫

Rk

q(x, t;θ)dt = p(x;θ).

2.7 Méthode des moments.

La fonction de répartitionFn(x) de la loi empirique associée à un échantillonX =
(X1, ...,Xn)T est un bon estimateur de la fonction de répartitionF(x) :

EFn(x) = F(x) = P{Xi ≤ x}, x∈ R1,

et pour toutε > 0
P{| Fn(x)−F(x) |> ε}→ 0, x∈ R1

lorsquen→ ∞ quel que soitx fixé. En pratique cela signifie queFn(x) ≈ F(x) pour toutx
fixé, quandn est assez grand.

Il est donc naturel de choisir les moments

αm =
1
n

n

∑
i=1

Xm
i =

+∞∫

−∞

xmdFn(x)

de la loi empiriqueFn comme estimateurs des moments

am = EXm =
+∞∫

−∞

xmdF(x)

de la loiF , puisqueαm≈ am, siFn(x)≈ F(x).
Supposons que la fonction de répartition

F(x;θ) = Pθ{Xi ≤ x}, | x |< ∞

dépende d’un paramètre inconnu

θ = (θ1, ...,θs)T ∈Θ⊂ Rs

et qu’existent les moments

ar(θ) =
+∞∫

−∞

xrdF(x;θ), r = 1,2, ...,s.

On cherche un estimateur du paramètreθ = (θ1, ...,θs)T en résolvant le système d’équa-
tions :

am(θ) = αm, (m= 1,2, ...,s) (1)
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par rapport àθ1, ...,θs. La solutionθ̃n = (θ̃1, ..., θ̃n)T de cette équation,

θ̃1 = θ̃1(α1, ...,αs),
· · ·
θ̃s = θ̃s(α1, ...,αs),

s’appellel’estimateur par la méthode des momentsdeθ.
Si les fonctions (1) déterminent une application bijective, leurs dérivées partielles existent

et sont continues et les momentsak(θ) (k = 1,2, ...,2s) existent ; donc les estimateurs ob-
tenus par la méthode des moments sont cohérents et de distributions asymptotiquement nor-
males. Des propriétés asymptotiques d’estimateurs, obtenus par la mèthode des moments,
serons considérées dans le chapitre III.

Exemple 1. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon lognormalleLN(µ,σ2),

Xi ∼ p(x;µ,σ2) =
1

xσ
√

2π
e−

1
2σ2 (lnx−µ)2

1]0,∞[(x), µ∈ R1, σ2 > 0.

Remarqons quelnXi suit une loi normaleN(µ,σ2). On peut montrer que

a1 = EX1 = eµ+σ2/2, a2 = EX2
1 = e2µ+2σ2

.

D’après la méthode des moments pour estimerµ et σ2 il faut résoudre le système
{

eµ+σ2/2 = X̄n = α1,

e2µ+2σ2
= 1

n ∑n
i=1X2

i = α2,

ce qui est équivalent à {
µ+σ2/2 = lnα1,
µ+2σ2 = lnα2,

d’où on trouve les estimateursσ̃2
n et µ̃n :

σ̃2
n = lnα2− lnα2

1 = ln

(
s2
n

X̄2
n

+1

)
, µ̃n = ln

X̄2
n√

s2
n + X̄2

n

,

où

s2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

est la variance de la loi empirique.
Exemple 2. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ p(x;θ) =
1
θ

√
2
π

exp{− x2

2θ2}1]0,∞[(x), x∈ R1, θ ∈Θ =]0,∞[.

On peut montrer que

EX1 = θ
√

2
π
, EX2

1 = θ2, Var X2
1 = θ2π−2

π
.

Pour estimerθ par la méthode des moments on considère l’équation

θ
√

2
π

= X̄n,
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d’où on obtient l’estimateur

θ̃n =
√

π
2

X̄n.

Il est claire queEθ̃n = θ, i.e. θ̃n est un estimateur sans biais pourθ, et comme

Var X̄n =
θ2

n

(
1− 2

π

)
,

on en tire que

Var θ̃n =
π
2

Var X̄n =
θ2

n

(π
2
−1

)
=

θ2

n
π−2

2
=

π−2
In(θ)

>
1

In(θ)
,

où

In(θ) =
2n
θ2 =−nE

∂2

∂θ2 ln p(X1;θ) = nE
(

3
θ4X2

1 −
1
θ2

)
=

2n
θ2

est l’information de Fisher surθ dansX. De la dernière inégalité on voit bien que l’estima-
teur θ̃n n’est pas éfficace.

Remarque 1. Du théorème limite central il suit que la suite des variables aléatoires

√
n(θ̃n−θ)

θ
√

π−2
2

=

√
n(X̄n−

√
2
πθ)

θ
√

1− 2
π

, n = 1,2, ...

est asymptotiquement normaleN(0,1), quandn→ ∞, i.e. pour les grandes valeurs den

P




√

n(θ̃n−θ)

θ
√

π−2
π

≤ x



≈Φ(x), x∈ R1.

Du théorème de Slutsky on tire que les variables aléatoires

√
n(θ̃n−θ)

θ̃n

√
π−2

2

sont asymptotiquement normalesN(0,1) aussi, i.e.

P




√

n(θ̃n−θ)

θ̃n

√
π−2

2

≤ x



≈Φ(x), x∈ R1,

si les valeurs den sont assez grandes.
Nous pouvons utiliser ce résultat pour estimerθ par intervalle, puisque

P



−x̄α/2≤

√
n(θ̃n−θ)

θ̃n

√
π−2

2

≤ x̄α/2



≈ 1−α,
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où x̄α/2 est le quantile supérieur de niveauα/2 pour la loi standard normale,0 < α < 0.5,
d’où on tire que

P

{
−x̄α/2

√
π−2
2n

≤
(

1− θ
θ̃n

)
≤ x̄α/2

√
π−2
2n

}
≈ 1−α

et donc

P

{
θ̃n

(
1− x̄α/2

√
π−2
2n

)
≤ θ≤ θ̃n

(
1+ x̄α/2

√
π−2
2n

)}
≈ 1−α,

si n est assez grand.

2.8 Méthode des moindres carrés. Modèle de Gauss de la
théorie des erreurs.

Supposons qu’on cherche à mesurer une constanteµ ; pour cela on faitn mesures di-
rectesx1,x2, . . . ,xn deµ, indépendantes les unes des autres, de même précision, sans erreur
systématique. De chaque résultat d’expérience on tire que

µ∼= xi , i = 1,2, . . . ,n. (1)

On obtient un système den équations, qui sont en général incompatibles si lesxi ne sont
pas tous égaux. Pour cette raison il est logique de traiterxi−µ comme une erreur, commise
au cours de lai-ème mesure deµ, etx−µ1n comme le vecteur des erreurs que l’on a fait au
cours desn expériences organisées pour déterminerµ ; donc

‖x−µ1n‖2 = (x−µ1n)T(x−µ1n) =
n

∑
i=1

(xi−µ)2 (2)

repésente le carré de la longueur du vecteur des erreursx−µ1n.
Compte tenu du fait que toutes les mesures sont faites dans les mêmes conditions, et que par
suite lesn équations ont toutes la même validité pour l’expérimentateur, Legendre a posé le
problème de la détermination d’une valeurµ∗,µ∗ ∈R1, qui est meilleure que chaque résultat
individuelxi et en même temps est en meilleur accord, dans un certain sens avec tous lesxi ,
c’est-à-dire, avec le système d’équations (1) qui représente les résultats d’expériences de
mesures du paramètreµ.

Pour déterminerµ∗, Legendre a proposé leprincipe des moindres carrés, d’après lequel
la valeur deµ, la plus en accord avec l’expérience est donnée par la valeurµ∗, qui minimise
‖x−µ1n‖2, le carré de la longueur du vecteur des erreurs(x−µ1n) , i.e.

(x−µ∗1n)T(x−µ∗1n) = min
µ∈R1

(x−µ1n)T(x−µ1n). (3)

Ceci justifie le nom de la méthode, que l’on appellela méthode des moindres carrés. Par
tradition on dit aussi queµ∗ est unestimateur des moindres carréspourµ.

Plus tard Gauss a donné une justification logique de la méthode des moindres carrés,
en utilisant un modèle classique d’erreurs de mesures, qui est connu aujourd’hui sous le

81



nom demodèle de Gauss. D’après ce modèle le résultatxi de lai-ème mesure représente la
réalisation de la variable aléatoire

Xi = µ+δi , i = 1, . . . ,n, (4)

où δi est l’erreur aléatoire de lai-ème mesure,

δi ∈ N(0,σ2), (5)

puisqueEδi = 0 par convention (absence d’erreur systématique) etσ2 = Varδi > 0 est une
constante ne dépendant pas dei, car chaque mesure a été faite avec la même précision.
Gauss a proposé de considérer chaqueδi comme une variable aléatoire de loi normale ; en
effet selon la théorie des erreurs, développée par Gauss, toute erreurδi représente la somme
d’un grand nombre de petites erreurs , qu’on peut supposer indépendantes ; par suite, on
peut supposer que leur somme est normale, ce qui peut s’expliquer dans le cadre du théo-
rème limite central. De plus on a l’indépendance des mesures, d’où on déduit que dans
le modèle de Gauss on peut supposer queδ1, . . . ,δn sont des variables aléatoires indépen-
dantes, et donc queX= (X1, . . . ,Xn)T est un échantillon normal ; cela signifie queX1, . . . ,Xn

sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent la même loi normale de paramètres
µ et σ2 :

Xi ∈ N(µ,σ2), i = 1, . . . ,n; (6)

donc dans le cadre de ce modèle le résultat de l’expériencex = (x1, . . . ,xn)T est uneréa-
lisation d’un vecteur aléatoireX, de loi normale de dimensionn et de paramètresµ1n et
σ2In, X∼ Nn(µ1n,σ2In),

EX= µ1n etVarX= E(X−µ1n)(X−µ1n)T = σ2In, (7)

où σ2 est une constante positive, qui exprime la précision des mesures. Nous supposerons
d’abord queσ2 est connu.

Dans le modèle de Gauss le vecteur des observationsX peut se représenté comme la
somme

X= µ1n +δ, (8)

d’un terme déterministe, mais inconnu, et d’un terme aléatoire

δ = (δ1, . . . ,δn)T = X−µ1n, (9)

qui suit la loi normale de dimensionn et de paramètres

Eδ = 0n = (0, . . . ,0)T et Eδδ T = σ2In, (10)

et ce vecteurδ est levecteur des erreurs aléatoires. Le problème principal dansla théo-
rie des erreurs, élaborée par Gauss, est la construction dumeilleur (en un sens à préciser)
estimateurdeµ en utilisant la réalisationx du vecteur des observationsX. Pour trouver ce
meilleur estimateur pourµ, Gauss a proposé d’utiliserla méthode du maximum de vraisem-
blance, d’après laquelle la valeur qui rend maximumla fonction de vraisemblanceL(µ),
liée au vecteur des observationsX, est l’estimateur du paramètre inconnuµ. D’après le mo-
dèle que l’on a choisi, le vecteurX suit une loi normale de dimensionn et de paramètres
(7) ; donc la fonction de vraisemblanceL(µ) est donnée par la formule
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L(µ) = (σ
√

2π)−nexp

{
− 1

2σ2(X−µ1n)T(X−µ1n)
}

=

= (σ
√

2π)−nexp

{
− 1

2σ2δTδ
}

= (σ
√

2π)−nexp

{
−1

2
χ2

n

}
, µ∈ R1, (11)

car

δTδ = σ2χ2
n. (12)

On remarque ici que maximiser la fonction de vraisemblanceL(µ), µ∈ R1, revient à
minimiser la fonction(X− µ1n)T(X− µ1n) qui représente la fonction de la formule (2),
mais en d’autres termes, en termes d’observations. C’est-à-dire que dans ce cas la méthode
de Legendre et la méthode de Gauss sont équivalentes. DoncL(µ), µ ∈ R1, atteint son
maximum,X étant donné, pour le pointµ∗, qui rend minimum la forme quadratique

(X−µ1n)T(X−µ1n) = δTδ,

i.e. l’estimateur statistiqueµ∗ est la solution du problème extrêmal :

(X−µ∗1n)T(X−µ∗1n) = min
µ∈R1

(X−µ1n)T(X−µ1n), (13)

obtenue pour la valeurµ= µ∗, qui vérifie l’équation

(1T
n1n)µ= 1T

nX, (14)

d’où on tire que

µ∗ = X̄n =
1
n
(X1 +X2 + . . .+Xn) =

1
n

1T
nX. (15)

L’estimateur statistiqueµ∗ = X̄n s’appellel’estimateur des moindres carrésou estima-
teur de Gausspourµ. On remarque que

L(µ) = (σ
√

2π)−nexp{− n
2σ2

[
(X̄n−µ)2 +

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

]
}=

exp{− n
σ2 (X̄n−µ)2}W(X);

donc X̄n est une statistique exhaustive pourµ. CommeX̄n ∈ R1 et µ ∈ R1, la statistique
exhaustiveX̄n est minimale. De (6) et (7) il suit quēXn suit la loi normaleN(µ,σ2/n) de
paramètres

EX̄n = µ et Var X̄n = E(X̄n−µ)2 =
σ
n

2
. (16)

Puisque la famille des loi normaleN(µ,σ2) est complète, on en tire quēXn est une statistique
exhaustive minimale et complète.̄Xn est un estimateurefficacepourµ.

Souvent la varianceσ2 est elle aussi inconnue ; dans ce cas outre l’estimateurX̄n pourµ
il est très important d’obtenir un estimateur statistique pourσ2. Notons

θ = (µ,σ2)T, θ ∈ΘΘΘ = {θ :| µ |< ∞, σ2 > 0} ⊂ R2.
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Pour estimerθ on considère la statistique

∆ = X−µ∗1n = (X− X̄n1n) = (X−µ1n)+(µ−µ∗)1n = δ+(µ−µ∗)1n, (17)

qui s’appellele vecteur des erreurs apparentes.Il est évident que la statistique∆ suit la loi
normaleNn(0n,σ2Dn), qui est dégénérée et où

Dn = In− 1
n

1n1T
n, (18)

avec In, matrice identité d’ordre n. On remarque queDn est une matrice idempotente,
puisque

rangDn = n−1 et DT
nDn = DnDT

n = Dn. (19)

De (9) et (17) on tire l’égalité

δ = (µ∗−µ)1n +∆, (20)

que l’on appelle ladécomposition orthogonaledu vecteur des erreurs aléatoiresδ en termes
deµ∗ et ∆. On remarque que

δTδ = ∆T∆+(µ∗−µ)1T
n1n(µ∗−µ) = ∆T∆+n(X̄n−µ)2 =

=
n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 +n(X̄n−µ)2 = n[s2
n +(X̄n−µ)2], (21)

où la statistiques2
n est déterminée par la formule

s2
n =

1
n
XTDnX=

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2. (22)

Commeθ = (µ,σ2)T, il vaut mieux écrire que la fonction de vraisemblance deX estL(θ) =
L(µ,σ2). En utilisant (11),(13), (21) et (22), nous pouvons présenterL(µ,σ2) en termes des
statistiquess2

n et X̄n par la formule suivante

L(X;µ,σ2) = (σ
√

2π)−nexp

{
− 1

2σ2δTδ
}

=

= (σ
√

2π)−nexp
{
− n

2σ2 [s2
n +(X̄n−µ)2]

}
, (23)

d’où on tire que la statistiqueT =
(
X̄n,s2

n

)T
est exhaustive. On peut montrer queT est

minimale et complète.
Pour étudier les propriétés deT on considère, par exemple, la transformation linéaire

Y = CX de Helmert, déterminée par la matrice orthogonaleC,

CTC = CCT = In, CT = C−1,

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1√
1·2

−1√
1·2 0 0 · · · 0 0

1√
2·3

1√
2·3

−2√
2·3 0 · · · 0 0

...
...

...
...

...
...

...
1√

(n−1)n
1√

(n−1)n
1√

(n−1)n
1√

(n−1)n
· · · 1√

(n−1)n
−(n−1)√

(n−1)n
1√
n

1√
n

1√
n

1√
n · · · 1√

n
1√
n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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D’après cette transformationY = (Y1, ...,Yn)T, où

Y1 = 1√
1·2(X1−X2),

Y2 = 1√
2·3(X1 +X2−2X3),

...
Yn−1 = 1√

(n−1)n
(X1 +X2 + ...+Xn−1− (n−1)Xn),

Yn = 1√
n(X1 +X2 + ...+Xn) =

√
nX̄n ,

et commeC est orthogonale on a

n

∑
i=1

X2
i =

n

∑
i=1

Y2
i ; (24)

la fonction de vraisemblance deY est donc donnée par la formule :

L(Y;µ,σ2) =
(

σ
√

2π
)−n

exp{− 1
2σ2

[
n−1

∑
i=1

Y2
i +(Yn−µ

√
n)2

]
}=

1

σ
√

2π
exp{− 1

2σ2

(
Yn−µ

√
n
)2}

(
1

σ
√

2π

)n−1 n−1

∏
i=1

exp{− 1
2σ2Y2

i },

puisque
pY(y) = pX(C−1y)|detC−1|= pX(C−1y) =

=
1

(
√

2πσ)n
exp

{
− 1

2σ2(CTy−µ1n)T(CTy−µ1n)
}

=

=
1

(
√

2πσ)n
exp

{
− 1

2σ2(‖y‖2−2µyn
√

n+nµ2)
}

=

=
1

(
√

2πσ)n
exp

{
− 1

2σ2

[
n−1

∑
i=1

y2
i +(yn−µ

√
n)2

]}
,

C1n = (0, ...,0,
√

n)T et µyTC1n = µyn
√

n,

d’où on tire queY1,Y2, ...,Yn sont indépendantes et

Yi ∼ N(0,σ2), i = 1, ...,n−1; (25)

Yn∼ N(µ
√

n,σ2). (26)

Notons que de (24) il suit que

ns2
n =

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 =
n−1

∑
i=1

Y2
i ,

doncs2
n ne dépend pas deYn =

√
nX̄n, et par conséquent,s2

n et X̄n sont indépendantes. En
plus , de (24), (25) et (26) on tire que

X̄n∼ N(µ,
σ2

n
) et

ns2
n

σ2 = χ2
n−1, (27)
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donc que la statistiques2
n est distribuée commeσ2χ2

n−1/n, où χ2
f est une variable aléatoire

qui suit la loi du chi-deux àf dégrés de liberté,f > 0, i.e. pour toutx≥ 0

P{χ2
f ≤ x}=

2− f/2

Γ
(

f
2

)
x∫

0

t
f
2−1e−t/2dt.

Comme
Eχ2

f = f et Varχ2
f = 2 f , (28)

de (27) et (28) on tire que

Es2
n = σ2

(
1− 1

n

)
et Vars2

n =
2σ4(n−1)

n2 . (29)

On peut vérifier que dans notre problème l’estimateur de maximum de vraisemblance
θ̂n pourθ est

θ̂n = T = (X̄n,s
2
n)

T.

En effet, on a

lnL(X;µ,σ2) =−nln
√

2π− n
2

lnσ2− n
2σ2s2

n−
n

2σ2(X̄n−µ)2,

∂lnL
∂µ

=
n

σ2(X̄n)−µ) et
∂lnL
∂σ2 =− n

2σ2 +
ns2

n

2σ4 +
n

2σ4(X̄n−µ)2,

donc pour trouver̂µn et σ̂2
n, il faut résoudre le système

{
∂lnL

∂µ = 0,
∂lnL
∂σ2 = 0.

De la première équation du système on tire que

µ̂n = X̄n,

et de la deuxième on tire que
σ̂2

n = s2
n,

d’où on obtient quêθn = (X̄n,s2
n)

T est l’estimateur de maximum de vraisemblance pour
θ = (µ,σ2)T.
D’un autre côté comme de (29) on tire que

S2
n =

n
n−1

s2
n =

1
n−1

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 (30)

est un estimateur sans biais pourσ2.
On peut montrer que la statistiqueθ̃n = (X̄n,S2

n)
T est lemeilleur estimateur sans biais

(au sens de minimum de variance) pourθ = (µ,σ2)T.

2.9 Régions, intervalles, limites de confiance.

Dans ce paragraph nous allons suivre les articles de Bolshev (1965) et de Bagdona-
vičius, Nikoulina & Nikulin (1997).
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Soit X = (X1, . . . ,Xn)T un échantillon, dont les réalisationsx = (x1, . . . ,xn)T appar-
tiennent àX ⊆ Rn, x ∈ X ⊆ Rn,

H0 : Xi ∼ f (x;θ), θ = (θ1, . . . ,θk)T ∈ΘΘΘ⊆ Rk.

On s’intéresse à un problème d’estimation de la vraie valeurb = b(θ) d’une fonctionb(·) :
ΘΘΘ⇒ B⊆ Rm au pointθ, θ ∈ΘΘΘ. NotonsB0 l’intérieur deB.
Définition 1. On appelle région de confiance pourb = b(θ) de coefficient de confiance
γ (0.5 < γ < 1) ou γ-région de confiance tout court, un ensemble aléatoireC(X), C(X) ⊆
B⊆ Rm , tel que

inf
θ∈ΘΘΘ

Pθ{C(X) 3 b(θ)}= γ.

De cette définition on tire
Pθ{C(X) 3 b(θ)} ≥ γ,

pour tousθ ∈ΘΘΘ.
Dans le cas oùb(θ) ∈ B⊆ R1 la région de confiance est souvent un intérvalle dansR1,

C(X) =]bi(X),bs(X)[⊆ B⊆ R1,

et on parle del’intervalle de confiance du coefficient de confianceγ pourb, si

inf
θ∈ΘΘΘ

Pθ{bi(X) < b < bs(X)}= γ.

Il est évident que
Pθ{bi(X) < b < bs(X)} ≥ γ

pour tousθ ∈ ΘΘΘ. Les statistiquesbi(X) et bs(X) sont appeléesles limites de l’intervalle de
confianceC(X). On remarque que

Pθ{bi(X)≤ bs(X)}= 1.

Remarque 1.Supposons qu’on prenne un grand nombre d’échantillonsX1, . . . ,XN et que
chaque fois on construise un intervalle de confiance]bi(Xi),bs(Xi)[ du coefficient de confiance
γ. Soit ]bi(xi),bs(xi)[ une réalisation de]bi(Xi),bs(Xi)[; i = 1, . . . ,N. Dans ce cas la vraie
valeurb sera recouverte par ces intervalles]bi(xi),bs(xi)[ au moins dans100γ% des cas.
Souvent on prendγ≥ 0.9.
Definition 2. Une statistiquebi (X)(bs(X)) est appeléela limite inférieure(supérieure) de
confiancepourb = b(θ) de coefficient de confianceγ1 (γ2), si

inf
θ∈ΘΘΘ

Pθ{bi(X) < b}= γ1

(
inf
θ∈ΘΘΘ

Pθ{bs(X) > b}= γ2

)
, 0.5 < γ j < 1.

Les statistiquesbi (X) et bs(X) sont appelées aussiγ1- limite inférieure etγ2 - limite su-
périeure tout court. Si les coefficients de confiance debi(X) et bs(X) sont égaux àγ1 et
γ2 respectivement, dans ce cas]bi(X),bs(X)[ est l’intervalle de confiance du coefficient de
confiance

γ = γ1− (1− γ2) = γ1 + γ2−1
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pour la vraie valeur deb = b(θ).
Définition 3. Les intervalles

]bi(X),+∞[ et ]−∞,bs(X)[

sont appelésintervalles de confiance supérieur et inférieurpourb. Tous les deux sont des
intervallesunilatéraux.

2.10 Méthode de Bolshev de construction des limites de
confiance.

Lemme (Bolshev (1965))SoitG(t) la fonction de répartition d’une variable aléatoireT.
Dans ce cas pour toutz∈ [0,1]

P{G(T)≤ z} ≤ z≤ P{G(T−0) < z}. (1)

Si T est continue, alors
P{G(T)≤ z}= z, 0≤ z≤ 1.

Démonstration. On va d’abord montrer que

P{G(T)≤ z} ≤ z, 0≤ z≤ 1. (2)

Si z= 1, on aP{G(T)≤ 1} ≤ 1. Fixonsz∈ [0,1) et pour cette valeur dezon considère les
situations différentes.
1) Il existe une solutiony de l’équationG(y) = z. Notons

y0 = sup{y : G(y) = z}.
On peut avoir :

a)G(y0) = z. Dans ce cas on a

P{G(T)≤ z} ≤ P{T ≤ y0}= G(y0) = z.

b) G(y0) > z. Dans ce cas on a

P{G(T)≤ z} ≤ P{T < y0}= G(y0−0)≤ z.

2) Il n’existe pas de solution pour l’equationG(y) = z. Mais dans ce cas il existey tel que

G(y) > z et G(y−0) < z,

d’où on tire que
P{G(T)≤ z} ≤ P{T < y}= G(y−0) < z.

Donc l’inégalité (2) est démontrée.
Démontrons maintenant la seconde inégalité dans (1) :
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z≤ P{G(T−0) < z}, 0≤ z≤ 1. (3)

Considérons la satistique−T. Sa fonction de répartition est

G−(y) = P{−T ≤ y}= P{T ≥−y}= 1−G(−y−0}.

Appliquons l’inégalité (2) en remplaçant

T,z,G par −T,1−z et G−

respectivement :
P{G−(−T)≤ 1−z} ≤ 1−z, 0≤ z≤ 1,

d’où on obtient que

P{1−G(T−0)≤ 1−z} ≤ 1−z,

P{G(T−0)≥ z} ≤ 1−z,

P{G(T−0) < z} ≥ z, 0≤ z≤ 1.

Si T est continue, dans ce casG(t−0) = G(t), et donc (2) et (3) nous donnentP{G(T) ≤
z}= z pour toutz∈ [0,1].
Le Lemme de Bolshev est démontré.
Théoreme.Supposons que l’on ait une variable aléatoireT = T(X,b), b∈ B, telle que sa
fonction de répartition

G(t,b) = Pθ{T ≤ t}
ne dépende que deb pour tous t ∈ R et que les fonctions

I(b,x) = G(T(x,b)−0,b) et S(b,x) = G(T(x,b),b)

soient décroissantes et continues par rapportà b pour toutx fixé,x∈ X . Dans ce cas1) la
statistiquebi(X),

bi = bi(X) = sup{b : I(b,X)≥ γ,b∈ B}, si le supremumexiste,

sinon
bi = bi(X) = inf B

est la limite inférieure de confiance pourb ∈ B0 du coefficient de confiance supérieur où
égal àγ ;
2) la statistiquebs(X) est une limite supérieure de confiance pourb∈ B0 du coefficient de
confiance supérieur où égale àγ :

bs = bs(X) = inf{b : S(b,X)≤ 1− γ, b∈ B}, si le infimum existe,

sinon

bs = bs(X) = supB,
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3) si x, x ∈ X , est telle que les fonctionsI(b,x) etS(b,x) sont strictement décroissantes par
rapportàb, alorsbi(x) etbs(x) sont les racines des équations

I(bi(x),x) = γ et S(bs(x),x) = 1− γ.

Démonstration. NotonsD = D(X) l’événement suivant

D = {il existebtel queI(b,X)≥ γ}.
Alors pour la vrai valeurb∈ B0 on a

P{bi < b}= P{(bi < b)
⋂

D}+P{(bi < b)
⋂

D̄}=

P{((supb∗ : I(b∗,X)≥ γ,b∗ ∈ B) < b)
⋂

D}+P
{

(inf B < b)
⋂

D̄
}

=

= P{(I(b,X) < γ)
⋂

D}+P{D̄} ≥ P{(I(b,X) < γ)
⋂

D}+P{(I(b,X) < γ)
⋂

D̄}=

= P{I(b,X) < γ} ≥ γ,

d’après le Lemme de Bolshev. Le théorème est démontré.
Remarque 1. Si θ est unidimensionnel, les variables al’eatoiresXi sont continues et la
fonctionF(x;θ) est monotone et continue enθ, on peut prendre

T(X;θ) =−2
n

∑
i=1

lnF(Xi ;θ).

D’après le lemme de BolshevF(Xi ;θ)∼U(0;1), donc

−2lnF(Xi ;θ) = χ2
2, i = 1, . . . ,n,

et commeX1, . . . ,Xn sont indépendantes

T(X;θ) = χ2
2n.

NotonsG2n(x) = P{χ2
2n≤ x}. Alors,

I(θ;X) = S(θ;X) = G2n(T(X;θ)) = G2n

(
−2

n

∑
i=1

lnF(Xi ;θ)

)
.

Si les fonctionsI etSsont strictement décroissantes (ou croissantes) enθ, alors d’après
le théorème de Bolshev on a

−2
n

∑
i=1

lnF(Xi ;θ) = χ2
γ(2n) (ou χ2

1−γ(2n)),

−2
n

∑
i=1

lnF(Xi ;θ) = χ2
1−γ(2n) (ou χ2

γ(2n)).

Remarque 2. Soit {θ∗n}, n∈ N∗, une suite d’estimations,θ∗n : Rn → Θ, du paramètreθ =
(θ1, . . . ,θm)T ∈Θ⊂ Rm, telle que

√
n(θ∗n−θ) L−→ N(0m,ΣΣΣ), n→ ∞.
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Soitg une fonction borélienne,g : Rm→ R1, differentiable enθ. Alors

√
n[g(θ∗n)−g(θ)] L−→ N(0,gradT

θΣΣΣ gradθg), n→ ∞.

En particulier, sim= 1, θ∗n : Rn→Θ⊂ R1, etg : R1→ R1,

√
n[g(θ∗n)−g(θ)] L−→ N(0,σ2[g′(θ)]2), n→ ∞,

alors √
n[g(θ∗n)−g(θ)] L−→ N(0,σ2[g′(θ)]2), n→ ∞.

On emploie très souvent des méthodes asymptotiques pour la construction des inter-
valles de confiance.
Remarque 3. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,

F(x;θ) = P{Xi ≤ x}, θ = (θ1, . . . ,θm)T ∈Θ⊂ Rm.

Sous des conditions très générales l’estimateur de maximum de vraisemblanceθ̂n =(θ̂1, . . . , θ̂n)
est asymptotiquement efficace et normal avec les parametresθ et I(θ) :

θ̂n∼ AN(θ, I−1(θ)),

où I(θ) est la matrice d’information de Fisher deX.
Soit b : Rm→ R1 une fonction differentiable, alorŝbn = b(θ̂n) = b(θ̂1, . . . , θ̂m) un esti-

mateur de paramètreb = b(θ1, . . . ,θm), et b̂n∼ AN(b,σ2
b(θ)), où

σ2
b(θ) = [gradθb(θ)]TI−1(θ) gradθb(θ),

i.e.
(b̂n−b)/σ2

b(θ̂n)∼ AN(0,1).

Donc on peut prendre
T(b,X) = (b̂n−b)/σ2

b(θ̂n).

Les fonctions
I(b;X) = S(b;X) = Φ((b̂n−b)/σ2

b(θ̂n))

sont décroissantes enb et d’après le théorème de Bolshev les égalités

Φ((b̂n−b)/σ2
b(θ̂n)) = γ, Φ((b̂n−b)/σ2

b(θ̂n)) = 1− γ

implique
b = b̂n−zγσ2

b(θ̂n); b = b̂n +zγσ2
b(θ̂n),

où zγ estγ-quantile de la loi normale standard. On peut noter que asymptotiquement(b,b)
est le plus court intervalle de confiance de niveau donné.
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2.11 Théorème de Fisher.

Dans ce paragraph nous alons résumer les propriétés principales des estimateursX̄n, S2
n

ets2
n.

Théorème de Fisher.SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon normal de paramètresµ et σ2 :
Xi ∼N(µ,σ2). Dans ce cas la statistiquẽθn = (X̄n,S2

n)
T est exhaustive minimale et complète,

X̄n etS2
n sont indépendantes,

X̄n∼ N

(
µ,

σ2

n

)
,

(n−1)
σ2 S2

n = χ2
n−1,

et la variable aléatoire √
n

X̄n−µ
Sn

= tn−1

suit la loi de Student àn− 1 degré de liberté. L’estimateur̃θn est le meilleur estimateur
sans biais pourθ = (µ,σ2)T.

Remarque 1. On note qu’une variable aléatoiret f suit la loi de Student àf degrées de
liberté, f > 0, si pour toutx∈ R1

Sf (x) = P{t f ≤ x}=
Γ

(
f+1
2

)

√
π f Γ

(
f
2

)
x∫

−∞

(
1+

t2

f

)− f+1
2

dt =
∫ t

−∞
sf (t)dt.

Exemple 1. Etudions ici quelques propriétés de la statistiquesθ̃n = (X̄n,S2
n)

T. On sait que
Eθ̃n = θ = (µ,σ2)T, où X̄n et S2

n sont les estimateurs sans biais deµ et σ2 respectivement.
Nous savons aussi que

X̄n∼ N(µ,
σ2

n
), (1)

par suite

EθX̄n = µ, Var θX̄n =
σ2

n
. (2)

D’autre part on a
n−1

σ2 S2
n = χ2

n−1, (3)

EθS2
n = σ2, Var θS2

n =
2σ4

n−1
. (4)

θ̃n est-il un estimateur efficace pourθ = (µ,σ2)T ?
La fonction de vraisemblance deXj est :

L j(θ) =
1
σ

ϕ
(

Xj −µ

σ

)
=

1√
2πσ

exp

{
−(Xj −µ)2

2σ2

}
(5)

et le vecteur informantλ j(θ) de l’observationXj est :

λ j(θ) =
(

∂lnL j(θ)
∂µ

,
∂lnL j(θ)

∂σ2

)T

=
(

Xj −µ

σ2 ,
(Xj −µ)2

2σ4 − 1
2σ2

)T

. (6)
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Nous pouvons donc en déduire l’information de Fisheri(θ) surθ pour une observationXj :

i(θ) = Eλ j(θ)λT
j (θ) =

= Eθ

∥∥∥∥∥∥∥∥

(Xj −µ)2

σ4

(Xj −µ)3

2σ6 − Xj −µ

2σ4

(Xj −µ)3

2σ6 − Xj −µ

2σ4

(Xj −µ)4

4σ8 − (Xj −µ)2

2σ6 +
1

4σ4

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥∥

1
σ2 0

0
3

4σ4 −
1

2σ4 +
1

4σ4

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥

1
σ2 0

0
1

2σ4

∥∥∥∥∥∥∥
. (7)

L’information de FisherIn(θ) surθ dansX est :

In(θ) = ni(θ) =

∥∥∥∥∥∥∥

n
σ2 0

0
n

2σ4

∥∥∥∥∥∥∥
, (8)

par suite

I−1
n (θ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

σ2

n
0

0
2σ4

n

∥∥∥∥∥∥∥∥
. (9)

On doit donc avoir (d’après l’inégalité de Rao-Cramer-Frechet) pour tous les estimateurs
sans biaisµ∗ et σ∗2 deµ et σ2 :

Var θµ∗ ≥ σ2

n
et Var θσ∗2≥ 2σ4

n
. (10)

On voit que l’estimateur̂µn = X̄n est efficace pourµ . Par contre :

Var θS2
n =

2σ4

n−1
>

2σ4

n
, (11)

doncσ∗2 = S2
n n’est pas efficace pourσ2, doncθ̃n = (µ̂n,S2

n)
T n’est pas un estimateur ef-

ficace du paramètreθ = (µ,σ2)T. Nous allons cependant montrer queθ̃n = (µ̂n,S2
n)

T est le
meilleur estimateur sans biais pourθ, parce que c’est celui de variance minimum parmi tous
les estimateurs sans biais deθ. Pour le montrer il suffit de montrer qu’il n’y a pas d’aure
estimateur sans biais deσ2 meilleur queS2

n. Supposons qu’on ait̃σ2 = σ̃2(X) estimateur
sans biais deσ2, Eθσ̃2≡ σ2. Soitδ = σ̃2−S2

n. Il est clair que

Eθδ≡ 0, (12)

δ = δ(X) est un autre estimateur sans biais de0. Puisquẽθn est exhaustive, on peut écrire
l’égalité précédente sous la forme :

1

(
√

2πσ)n

∫

Rn

δ(X)exp

{
− 1

2σ2

[
n(X̄n−µ)2 +(n−1)S2

n

]}
dX1dX2 · · ·dXn≡ 0. (13)
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En dérivant (13) par rapport àµ, on a

1

(
√

2πσ)n

∫

Rn

δ(X)exp

{
− 1

2σ2

[
n(X̄n−µ)2 +(n−1)S2

n

]}×

× n
σ2(X̄n−µ)dX1dX2 · · ·dXn≡ 0,

puis à nouveau en dérivant par rapport àµ, on obtient :

1

(
√

2πσ)n

∫

Rn

δ(X)exp

{
− 1

2σ2

[
n(X̄n−µ)2 +(n−1)S2

n

]}×

×
[

n2

σ4(X̄n−µ)2− n
σ2

]
dX1dX2 · · ·dXn≡ 0,

i.e.,
Eθδ(X)(Xn−µ)≡ 0, (14)

et doncδ(X) et X̄n−µ ne sont pas correlées. De la même façon on peut montrer que

Eθ
{

δ(X)S2
n

}≡ 0, (15)

i.e.,δ(X) etS2
n ne sont pas correlées non plus. Mais par ailleurs :

σ̃2 = δ+S2
n, (16)

d’oú
Var θσ̃2 = Var θδ+Var θS2

n ≥ Var θS2
n. (17)

Cela signifie que la variance deS2
n est minimale dans la classe de tous les estimateurs sans

biais deσ2, et doncS2
n est le meilleur estimateur deσ2 dans ce sens.

On peut obtenir le même résultat sur la complétude deθ̃n en utilisant le théorème de
Lehmann-Scheffé.
Example 2. SoitXn = (X1, ...,Xn)T un échantilon,

Xi ∼ N(µ,1), | µ |< ∞,

i.e.Xi suit une loi normale de paramètres

µ= EXi et 1 = Var Xi .

CommeX1, . . . ,Xn sont indépendantes, on peut aussi dire queXn suit la loi normale de
dimensionn :

Xn∼ Nn(µ1n, In),

où1n = (1, . . . ,1)T ∈ Rn, In est la matrice identité d’ordren, et

EXn = µ1n, Var Xn = In.

La densité deXn est

pXn(x;µ) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2
(x−µ1n)T(x−µ1n)

}
=
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=
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n

∑
i=1

(xi−µ)2

}
, x = (x1, . . . ,xn)T ∈ Rn, (18)

et donc la fonction de vraisemblanceL(µ) deXn est

L(µ) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n

∑
i=1

(Xi−µ)2

}
, µ∈ R1.

Considérons la statistique

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi =
1
n

1T
nXn.

Comme

L(µ) =
√

n√
2π

exp
{
−n

2
(X̄n−µ)2

} 1√
n(2π)(n−1)/2

exp

{
−1

2

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

}
, (19)

du critère de factorisation de Neyman-Fisher il suit queX̄n est une statistique exhaustive
minimale pourµ. Il est evident quēXn∼ N(µ, 1

n). Soit

Wn = (X1− X̄n,X2− X̄n, . . . ,Xn− X̄n)
T = Xn− X̄n1n =

Xn−1nX̄n = Xn− 1
n

1n1T
nXn = (In− 1

n
1n1T

n )Xn = DnXn, (20)

où

Dn = In− 1
n

1n1T
n.

On note que la matriceDn est idempotente, c.a.d. :

DT
nDn = DnDT

n = D2
n = Dn,

et queDn1n = 0n. La formule (20) montre que la statistiqueWn est le résultat d’une trans-
formation linéaire deXn, Wn = DnXn, et donc on constate que la statistiqueWn suit une
loi normale dansRn dont la fonction caractéristique est

fWn
(t) = exp{−1

2
tTDnt}, t ∈ Rn, (21)

puisque

EWn = DnEXn =
(

In− 1
n

1n1T
n

)
µ1n = µ1n−µ1n = 0n

et
Var Wn = EWnW

T
n = E{DnXnXT

nDT
n}= Dn[In +µ21n1T

n]DT
n =

= DnInDT
n = DnDT

n = Dn,

On peut remarquer que la loi de la statistiqueWn ne dépend pas de paramètreµ. C’est la
raison pour laquelle on dit queWn est une statistiquelibre, ce qui signifie queWn n’apporte
pas d’information surµ. Toute information surµconserve la statistique exhaustive minimale
X̄n.
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Nous allons montrer que les statistiquesX̄n etWn sont indépendantes. Pour cela il nous
faudra étudier plus attentivement la répartition deWn. Notons

Wi = Xi− X̄n, i = 1, . . . ,n.

Il est facile de vérifier quedetDn = 0, d’où on déduit que la loi deWn est dégénérée, ce qui
explique la dépendance linéaire entreW1, ...,Wn :

n

∑
i=1

Wi = 0, donc Wn =−(W1 + · · ·+Wn−1).

Considérons maintenant la statistiqueUn−1 = (W1, ...,Wn−1)T . On remarque que

EUn−1 = 0n−1,

et sa matrice de covarianceBn−1 est la matriceDn sans la dernière ligne ni la dernière
colonne. Par un calcul direct, on peut montrer que

detBn−1 =
1
n
, i.e. rangBn−1 = rangDn = n−1,

et donc avec une probabilité 1 la répartition deWn est concentrée dansRn−1.
On remarque que

B−1
n−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
...
1 1 1 . . . 2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
n−1,n−1

et detB−1
n−1 = n. De ces résultats il suit que la statistiqueUn−1 = (W1, . . . ,Wn−1)

T suit une
loi normaleNn−1(0n−1,Bn−1), dont la densité

pUn−1
(u), u = (u1, . . . ,un−1)T ∈ Rn−1,

est donnée par la formule

pUn−1
(u) =

1√
detBn−1(2π)(n−1)/2

exp

{
−1

2
uTB−1

n−1u

}
=

=
√

n

(2π)(n−1)/2
exp



−

1
2




n−1

∑
i=1

u2
i +

(
n−1

∑
i=1

ui

)2





 , u∈ Rn−1. (22)

Maintenant, il est facile de montrer queUn−1 et X̄n sont indépendantes. En effet, considé-
rons la statistique

Y = (Y1,Y2, . . . ,Yn−1,Yn)T = CXn,

où

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1− 1
n −1

n −1
n · · · −1

n −1
n

−1
n 1− 1

n −1
n · · · −1

n −1
n

−1
n −1

n 1− 1
n · · · −1

n −1
n

...
−1

n −1
n −1

n · · · 1− 1
n −1

n
1
n

1
n

1
n · · · 1

n
1
n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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et donc
Yn = X̄n, et Yj = Wj = Xj − X̄n, j = 1, . . . ,n−1, (23)

d’où il suit que

X = C−1Y, où C−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 . . . 0 1
0 1 0 . . . 0 1
...
0 0 0 . . . 1 1

−1 −1 −1 . . . −1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

et donc
Xi = Yi +Yn, i = 1, . . . ,n−1,

et

Xn = nYn−
n−1

∑
i=1

Xi = Yn−
n−1

∑
i=1

Yi .

Pour trouver la densitépY(y;µ) de la statistiqueY on remarque que et

J = detC−1 = det

∥∥∥∥
∂xi

∂y j

∥∥∥∥ = n,

et donc de (18) on obtient que

pY(y;µ) = pXn(C
−1y;µ)|detC−1|=

√
n√
2π

exp
{
−n

2
(yn−µ)2

}
×

×
√

n

(2π)(n−1)/2
exp



−

1
2




n−1

∑
i=1

y2
i +

(
n−1

∑
i=1

yi

)2





 . (24)

De (19) et (24) il suit queX̄n et Un−1 = (X1− X̄n, . . . ,Xn−1− X̄n)T sont indépendantes.
Comme

1T
nWn =

n

∑
i=1

(Xi− X̄n) = 0,

on tire que

Xn− X̄n =−
n−1

∑
i=1

(Xi− X̄n),

i.e. Xn− X̄n est une statistique deUn−1, qui est indépendante dēXn, et doncX̄n et Wn =
(X1− X̄n,X2− X̄n, . . . ,Xn− X̄n)T sont indépendantes.

On remarque qu’on peut obtenir le même résultat par calcul direct de la fonction carac-
téristiqueϕV(t), t ∈ Rn+1, de la statistique

V = (Wn, X̄n) = (X1− X̄n, ...,Xn− X̄n, X̄n)T

ϕV(t) = Eexp

{
i

[
n

∑
i=1

ti(Xi− X̄n)+ tn+1X̄n

]}
.
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Exemple 3. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantilon,

Xi ∼ N(µ,σ2), | µ |< ∞, σ2 > 0.

La fonction de vraisemblanceL(µ,σ2) deX est

L(µ,σ2) = p(X;µ,σ2) =
1

σn(2π)n/2
exp{− 1

2σ2

n

∑
i=1

(Xi−µ)2}=

1

σn(2π)n/2
exp{− 1

2σ2

[
n

∑
i=1

X2
i −2µ

n

∑
i=1

Xi +nµ2

]
}. (25)

On voit que la statistique

T = T(X) =

(
n

∑
i=1

Xi ,
n

∑
i=1

X2
i

)T

est exhaustive et minimale pour(µ,σ2)T.
Soit

Xt = {x : T(x) = t = (t1, t2)T, x ∈ Rn}.
Notonsct = ct(µ,σ2) la valeur de la densitép(x;µ,σ2) sur cet ensemble. Dans ce cas la loi
conditionnelle deX sachantT(X) = t est uniforme surXt . En effet, pour toutx ∈ Xt on a

pX(x | T(X) = t;µ,σ2) =
pX(x;µ,σ2)∫

Xt

pX(x;µ,σ2)dx
=

ct

ctmesXt
=

1
mesXt

= const. (26)

Considérons la statistiqueZn = (Z1, ...,Zn)T, où

Z j =
Xj − X̄n

Sn
, j = 1, ...,n, (27)

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi , S2
n =

1
n−1

XTDnX=
1

n−1

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2. (28)

Comme les statistiquesT et U = (X̄n,S2
n)

T sont équivalentes, on remarque que de (26) et
(28) il suit que siU est fixée, dans ce casX suit la loi uniforme sur l’intersection de deux
surfaces données par les équations :

1
S2

n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 = n−1 et
1
Sn

n

∑
i=1

(Xi− X̄n) = 0,

ce qui représente la sphère de dimensionn− 1 avec le centre au point̄Xn1n et de rayon√
n−1Sn dansRn, et par conséquent on en tire que siU est fixé, la loi deZn est uniforme

sur l’intersection des deux surfaces données par les équations :

n

∑
i=1

Z2
i = n−1 et

n

∑
i=1

Zi = 0,
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ce qui représente la sphère de dimension den−1 de rayon
√

n−1 dansRn dont la surface
ne dépend pas deU et par conséquent, on obtient que la loi conditionnelle deZn ne dépend
pas deU = (X̄n,S2

n), donc les statistiquesZn et (X̄n,S2
n) sont indépendantes. CommēXn et

S2
n sont indépendantes il s’ensuit que les trois statistiquesZn, X̄n etS2

n sont indépendantes.
Exemple 4.Supposons qu’aux momentst = 0,1, ...,n nous observons un objetA qui se dé-
place uniformément avec une vitesse constante et inconnueµ, µ> 0. Soits(t) la distance
parcourue par cet objetA aux momentst = 0,1, ...,n; n≥ 1. Si toutes les mesures étaient
correctes on aurait

s(k) = µk, pour tout k = 0,1,2, ...,n,

(on suppose ques(0) = 0).
Supposons que l’expérience soit organisée de manière qu’il n’y ait pas d’erreurs systéma-
tiques ; il y a cependant des erreurs de mesure qui sont normales et indépendantes et qui
s’accumulent à chaque moment de mesure.

En supposant que toutes les erreurs de mesure ont la même varianceσ2, trouvons les
meilleurs estimateurs sans biais pourµ et σ2.

Tout d’abord supposons que

s= (s0,s1, ...,sn)T, où s0 = s(0), s1 = s(t1), ..., sn = s(tn),

est une réalisation d’un vecteur aléatoireS= (S0,S1, ...,Sn)T dont les coordonnéesSi selon
le modèle physique sont des variables aléatoires telles que

S0 = δ0, S1 = µ+δ1, S2 = 2µ+δ1 +δ2, ...,Sn = nµ+δ1 + ...+δn,

où toutes les erreurs de mesuresδ0,δ1, ...,δn sont indépendantes et suivent la même loi
normaleN(0,σ2). Dans ce cas la fonction de vraisemblance du vecteur des erreursδ =
(δ0,δ1, ...,δn)T est

L(δ;µ,σ2) = (2π)−(n+1)/2σ−(n+1)exp

{
− 1

2σ2

n

∑
i=0

δ2
i

}
.

Soit
Li−1 = Si−Si−1 (i = 1,2, ...,n), où S0 = δ0.

Alors
δi = Li−1−µ pour i = 1,2, ...,n,

et la fonction de vraisemblance de la statistiqueSest

L(S;µ,σ2) = (2π)−(n+1)/2σ−(n+1)exp

{
− 1

2σ2δ2
0−

1
2σ2

n

∑
i=1

(Li−1−µ)2

}
=

= (2π)−(n+1)/2σ−(n+1)exp

{
− 1

2σ2

[
δ2

0 +
n

∑
i=1

(Li−1− L̄n)2 +n(L̄n−µ)2

]}
,

où

L̄n =
1
n

n

∑
i=1

Li−1,
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on en tire donc que

U =

(
L̄n,δ2

0 +
n

∑
i=1

(Li−1− L̄n)2

)T

est une statistique exhaustive pour(µ,σ2)T. Il est évident, que la statistique

Tn = δ2
0 +

n

∑
i=1

(Li−1− L̄n)2

est distribuée comme la variable aléatoireσ2χ2
n, et on en déduit que

E
{

Tn

n

}
= σ2 et EL̄n = µ.

Comme la famille des distributions normales est complète, la statistique exhaustiveU est
donc complète et on en déduit que

L̄n =
1
n

n

∑
i=1

Li−1 =
1
n

n

∑
i=1

(Si−Si−1)

et
Tn

n
=

1
n

[
S2

0 +
n

∑
i=1

[(Si−Si−1)− L̄n]2
]

sont les estimateurs sans biais uniques qui s’expriment en fonction de la statistique exhaus-
tive U et par conséquent ils sont lesmeilleurs estimateurs sans biaispourµ et σ2.

2.12 Intervalle de confiance pour la moyenne d’une loi
normale

SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ N(µ,σ2), |µ|< ∞, σ2 > 0.

Considérons ici le problème d’estimation des paramètresµ et σ2 par intervalles. Nous sa-
vons que la variable aléatoire

tn−1 =
√

n
X̄n−µ

Sn
=
√

n−1
X̄n−µ

sn

suit la loi de Student àf = n−1 degrés de liberté

P{t f ≤ t}= Sf (t).

On donne ici quelques valeurs deSf (t) :

f 3 4 6 8 16 52
t 2.3534 2.1318 1.9432 1.8595 2.1199 2.0024

Sf (t) 0.9500 0.9500 0.9500 0.9500 0.9750 0.9750
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Nous pouvons trouver pour chaqueα, 0 < α < 0.5, les valeurstn−1(α) et tn−1(α) telles
que {

P{tn−1≤ tn−1(α)}= Sn−1(tn−1(α)) = α,
P{tn−1≤ tn−1(α)}= Sn−1(t̄n−1(α)) = 1−α,

(1)

et donc
P{tn−1(α)≤ tn−1≤ tn−1(α)}= 1−2α. (2)

tn−1(α) est souvent appeléα−quantile supérieuroù (1−α)−quantile de la loi de Student
avec f = n−1 degrées de liberté ettn−1(α) est appeléα−quantile inférieurde la loi de
Student avecf = n−1 degrées de liberté. De la symétrie par rapport à zéro de la densité
sn−1(x) nous avons

tn−1(α) =−tn−1(α), (3)

et donc (2) peut être présentée

P{−tn−1(α)≤ tn−1≤ tn−1(α)}= 1−2α. (4)

Les quantilest f (α) pour différentes valeurs def et α peuvent être trouvés dans des tables
statistiques.

Maintenent en utilisant (4) et le Theoreme de Fisher nous pouvons construire l’intervalle
de confiance ou l’estimateur par intervalle pour la moyenneµ de la loi normaleN(µ,σ2).

Nous disons que l’intervalle aléatoire

l(X)≤ µ≤ L(X) (5)

estl’intervalle de confiance de niveau(1−α) ou l’estimateur par intervalleavec lecoeffi-
cient de confiance(1−α) pour la moyenne inconnueµ si

P{l(X)≤ µ≤ L(X)}= 1−α. (6)

Les statistiquesl(X) et L(X) s’appellentlimites de confiance inférieure et supérieureres-
pectivement pourµ.

Fixonsα (0 < α < 0.5) et choisissons les quantiles

tn−1(α/2) et tn−1(α/2) =−tn−1(α/2),

alors du Théorème de Fisher et de (4) on tire que

P
{
−tn−1(α/2)≤√n

X̄n−µ
Sn

≤ tn−1(α/2)
}

= 1−α, (7)

ou, ce qui est équivalent,

P
{

X̄n− Sn√
n

tn−1(α/2)≤ µ≤ X̄n +
Sn√

n
tn−1(α/2)

}
= 1−α. (8)

Donc l’intervalle aléatoire
(

X̄n− Sn√
n

tn−1(α/2)≤ µ≤ X̄n +
Sn√

n
tn−1(α/2)

)
(9)
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est l’intervalle de confiance de niveau(1−α) pourµ. La limite inférieure de confiance de
cet intervalle est

l(X) = X̄n− Sn√
n

tn−1(α/2),

et la limite supérieure de confiance est

L(X) = X̄n +
Sn√

n
tn−1(α/2).

Exercice 1.La charge d’un électron este= µ10−10. Miliken a obtenu expérimentale-
ment58mesures deµ. Les résultats de Miliken sont présentés dans le tableau suivant :

4.781 4.764 4.777 4.809 4.761 4.769

4.795 4.776 4.765 4.790 4.792 4.806

4.769 4.771 4.785 4.779 4.758 4.779

4.792 4.789 4.805 4.788 4.764 4.785

4.779 4.772 4.768 4.772 4.810 4.790

4.775 4.789 4.801 4.791 4.799 4.777

4.772 4.764 4.785 4.788 4.799 4.749

4.791 4.774 4.783 4.783 4.797 4.781

4.782 4.778 4.808 4.740 4.790

4.767 4.791 4.771 4.775 4.747

On considère un modèleH0 où ces résultats sont traités comme des réalisations des variables
aléatoires indépendantesX1,X2, ...,Xn (n= 58) qui suivent la même loi normaleN(µ,σ2).
a. Trouver la statistique exhaustive minimale pourθ = (µ,σ2)T.
b. Trouver l’estimateur de maximum de vraisemblanceθ̂n deθ.
c.Montrer que le meilleure (le plus court) intérvalle de confiance de niveauP= 1−α = 0.95
pourµ, sachant quet0.025(57) = 2.0025, X̄n = 4.7808etS2

n = 23383·10−8, est

4.7768< µ< 4.7848.

Exercice 2.Soit x une réalisation observée de la somme des carrés des erreurs de mesures
dans une expérience. Nous supposons que le nombre de mesuresf est inconnu et que l’ex-
périence est organisée de façon que toutes les mesures puissent être considérées comme des
erreurs normales faites dans les même conditions et indépendamment les unes des autres en
l’absence d’erreur systématique.

a) Trouver le meilleur estimateur sans biaisf̂ pour f .
b) Supposons que l’expérience donne x=407.41. En utilisant la distribution asympto-

tique de f̂ et l’approximation normale de Fisher construire≈ 0.9-limites de confiance pour
f .
Solution. Le nombrex peut-être observé comme la réalisation de la variable aléatoire

f

∑
i=1

X2
i = f̂ ,
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où X = (X1, ...,Xf )T un échantillon de taillef , Xi ∼ N(0,σ2). Ici Xi est une erreur de la
i-ème mesure. Il est clair quêf suit la loi de chi-deux àf degrées de liberté, i.e.

P{ f̂ ≤ x}= P{
f

∑
i=1

X2
i ≤ x}= P{χ2

f ≤ x}= Qf (x), x≥ 0.

CommeEχ2
f = f , la statistiquef̂ est l’estimateur sans biais de f. On sait que la variable

aléatoire √
2 f̂ −

√
2 f −1 =

√
2χ2

f −
√

2 f −1

est asymptotiquement normale (approximation de Fisher), quandf → ∞, i.e. pour toutz
fixé

P{
√

2 f̂ −
√

2 f −1≤ z} ≈Φ(z),

pour les grandes valeurs def . De cette égalité on déduit

P{−1.28≤
√

2 f̂ −
√

2 f −1≤ 1.28} ≈ 0.8,

puisqueΦ−1(0.9) = x̄0.1 = 1.28, et donc on obtient l’intervalle de confiance pourf

P{1
2

+
1
2

(√
2 f̂ −1.28

)2

≤ f ≤ 1
2

+
1
2

(√
2 f̂ +1.28

)2

} ≈ 0.8.

Comme f̂ = 407.81,
√

2 f̂ = 28.54, on en tire que

373≤ f ≤ 445.

Il est utile de remarquer que pour avoir l’estimateur par intervalle de confiance (9) avec
le coefficient de confiance1−α nous devons choisir les quantiles de niveauα/2. Il faut
remarquer encore que la longueurLn de cette intervalle est une variable aléatoire

Ln = 2
Sn√

n
tn−1(α/2) (10)

et puisque

ESn =

√
2

n−1

Γ
(

n
2

)

Γ
(

n−1
2

)σ,

(voir, par exemple, Voinov & Nikulin (1993) ), on en tire que

ELn = 2σtn−1(α/2)

√
2

n(n−1)
Γ

(
n
2

)

Γ
(

n−1
2

) . (11)

D’un autre côté nous savons que pour chaquex∈ R1

Sf (x) = P{t f ≤ x}→Φ(x), quand f → ∞,

et en plus (voir, par exemple, Huber et Nikulin (1992)),

Sf (x)−Φ(x) = O(1/
√

f )
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uniformément par rapport àx, x∈ R1, et donc de (11) il suit que pour grandes valeurs den

ELn =
2σ√

n
x(α/2)+O

(
1

n3/2

)
(12)

oùx(α/2) = xα/2 est le quantile supérieur de niveauα/2 de la loi standard normale. Puisque
S2

n est un estimateur sans biais deσ2, ES2
n = σ2, alors de (10) il suit que

EL2
n =

4σ2

n
t2
n−1(α/2),

et donc

Var Ln = ELn− (ELn)2 =
4σ2

n
t2
n−1(α/2)

[
1− 2

n−1

Γ2
(

n
2

)

Γ2
(

n−1
2

)
]

. (13)

Puisque

1− 2
n−1

Γ2
(

n
2

)

Γ2
(

n−1
2

) =
1
2n

+O

(
1
n2

)
, (n→ ∞)

de (13) il suit que pour les grandes valeurs den

Var Ln =
2σ2

n2 x2(α/2)+O

(
1
n3

)
, (14)

et donc on peut dire queLn est pratiquement constante,Ln≈ ELn. En pratique cela signifie
que

Ln =
2σ√

n
x(α/2), (15)

quandn est assez grand.
Supposons maintenent que la varianceσ2 est connue. Comment cette information change

l’intervalle de confiance pourµ? Siσ2 est donné, dans ce cas̄Xn est une statistique exhaus-
tive pour paramètreµ et, comme il est bien connu,̄Xn est le meilleur estimateur sans biais
pourµ et suit la loi normalN(µ,σ2/n), |µ|< ∞. Donc la variable aléatoire

Z =
√

n
X̄n−µ

σ

suit la loi normal standardN(0,1).
Il s’en suit que lorsqu’on choisitx(α/2), 0 < α < 0.5, comme le quantile supérieur de

niveauα/2 de la loi normale standard, alors on a

P{−x(α/2)≤ Z≤ x(α/2)}= 1−α

ou, ce qui est la même chose,

P{−x(α/2)≤√n
X̄n−µ

σ
≤ x(α/2)}= 1−α,

d’où on obtient l’intervalle de confiance de longueur minimale avec le coefficient de confiance
(1−α) pourµ :

P{X̄n− σ√
n

x(α/2)≤ µ≤ X̄n +
σ√
n

x(α/2)}= 1−α, (16)
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Par exemple, si

α = 0.05, alors 1−α = 0.95, α/2 = 0.025, x(0.025) = 1.96

et donc dans ce cas particulier on obtient

P{X̄n−1.96
σ√
n
≤ µ≤ X̄n +1.96

σ√
n
}= 0.95, (17)

et on dit que avec la probabilité 0.95 l’intervalle aléatoire
(

X̄n−1.96
σ√
n
≤ µ≤ X̄n +1.96

σ√
n

)

inclu ou couvre la vraie (mais inconnue !) valeur deµ.
La longueurLn de l’intervalle de confiance (16) est

Ln =
2σ√

n
x(α/2) (18)

et comme on le voit de (15) il coincide avec la longueur moyenne de l’intervalle de confiance
pourµ quandσ2 est inconnu et il n’est pas aléatoire !

2.13 Intervalle de confiance pour la variance d’une loi
normale

Nous voulons maintenant construire l’intervalle de confiance de niveau(1−α) pour la
varianceσ2 de la loi normaleN(µ,σ2). Considérons d’abord le cas oùµ est aussi inconnue.
Le Théorème de Fisher nous dit que

n−1
σ2 S2

n = χ2
n−1, (1)

où

S2
n =

1
n−1

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 (2)

est un meilleur estimateur sans biais deσ2. Pour chaqueα fixé,0< α < 0.5 , on peut trouver
des tables statistiques des quantiles

χ2
n−1

(α/2) et χ̄2
n−1(α/2)

tels que

P{χ2
n−1≤ χ2

n−1
(α/2)}=

α
2

et P{χ2
n−1≤ χ̄2

n−1(α/2)}= 1− α
2
, (3)

c’est-à-dire
P{χ2

n−1
(α/2)≤ χ2

n−1≤ χ̄2
n−1(α/2)}= 1−α. (4)
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De (1) et (4) on a

P{χ2
n−1

(α/2)≤ n−1
σ2 S2

n ≤ χ̄2
n−1(α/2)}= 1−α

et donc

P

{
(n−1)S2

n

χ̄2
n−1(α/2)

≤ σ2≤ (n−1)S2
n

χ2
n−1

(α/2)

}
= 1−α. (5)

Voila pourquoi l’intervalle aléatoire

(n−1)S2
n

χ̄2
n−1(α/2)

≤ σ2≤ (n−1)S2
n

χ2
n−1

(α/2)
(6)

est appellé l’intervale de confiance de niveau(1−α) ou l’estimateur par intervalle avec le
coefficient de confiance(1−α) pour la varianceσ2 de la loi normaleN(µ,σ2) quandµ est
inconnue. La longueurLn de cet intervalle est égale à

Ln = (n−1)S2
n

(
1

χ2
n−1

(α/2)
− 1

χ̄2
n−1(α/2)

)
.

Il faut remarquer ici qu’à l’aide de (5) on peut construire l’intervalle de confiance de
niveau(1−α) pourσ.

Ici nous donnons quelques valeurs de la fonction de répartitionQf (x) deχ2
f :

Qf (x) = P{χ2
f ≤ x}=

1

2
f
2 Γ

(
f
2

)
∫ x

0
y

f
2−1e−y/2dy, x≥ 0.

f 1 1 3 4 4 4 57 57
x 3.844 2.706 7.815 9.488 7.779 0.711 79.572 38.027

Qf (x) 0.950 0.900 0.950 0.950 0.900 0.050 0.975 0.025

Exemple 1. SoitX = (X1, ...,Xn)T un échantillon de taillen = 5, Xi ∼ N(µ,σ2), etµ et
σ2 sont inconnus. On va construire le plus court intervalle de confiance de niveau(1−α)
pourµ, quandα = 0.1 et

X1 = 2.96, X2 = 3.07, X3 = 3.02, X4 = 2.98, X5 = 3.06.

D’après (10.9) l’intervalle le plus court de confiance de niveau(1−α) pourµ est

X̄n− t̄n−1

(α
2

) Sn√
n
≤ µ≤ X̄n + t̄n−1

(α
2

) Sn√
n
.

Dans notre cas

X̄n = X̄5 = 3.018, S2
n = S2

5 = 0.00232,
S2

5

5
= 0.000464,

S5√
5

= 0.046,

α/2 = 0.05, t̄n−1

(α
2

)
= t̄4(0.05)2.132
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et donc le plus court intervalle pourµ

2.972≤ µ≤ 3.064.

Construisons maintenant l’intervalle de confiance de niveau(1−α) pour σ2, si α =
0.01. D’après (11.6) l’intervalle de confiance de niveau0.90pourσ2 est

4S2
5

χ̄2
4(0.05)

≤ σ2≤ 4S2
5

χ2
4
(0.05)

.

Puisque dans notre cas

S2
5 = 0.00232, χ̄2

4(0.05) = 0.711 and χ2
4
(0.05) = 9.488

nous obtenons la réalisation de l’intervalle de confiance de niveau0.9 pourσ2 :

0.00098≤ σ2≤ 0.0131.

Supposons maintenant queµ est connu et il nous faut estimerσ2. Il est évident que dans
ce cas la statistique

s̃2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi−µ)2 (7)

est le meilleur estimateur sans biais deσ2 :

Es̃2
n = σ2, (8)

et commeX1, ...,Xn sont indépendants et(Xi−µ)/σ suit la loi normale standardN(0,1), on
trouve que

n
s̃2
n

σ2 = χ2
n. (9)

Pour chaque fixéα, 0 < α < 0.5, on peut trouver des tables statistiques les quantilles

χ2
n
(α/2) et χ̄2

n(α/2)

tels que

P{χ2
n≤ χ2

n
(α/2)}=

α
2

et P{χ2
n≤ χ̄2

n(α/2)}= 1− α
2

, (10)

i.e.
P{χ2

n
(α/2)≤ χ2

n≤ χ̄2
n(α/2)}= 1−α. (11)

De (9) et (11) nous obtenons

P{χ2
n
(α/2)≤ ns̃2

n

σ2 ≤ χ̄2
n(α/2)}= 1−α. (12)

et donc

P

{
ns̃2

n

χ̄2
n(α/2)

≤ σ2≤ ns̃2
n

χ2
n
(α/2)

}
= 1−α. (13)
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C’est pourquoi l’intervalle aléatoire

ns2
n

χ̄2
n(α/2)

≤ σ2≤ ns2
n

χ2
n
(α/2)

(14)

est appellé l’intervalle de confiance ou l’estimateur par intervalles avec le coefficient de
confiance1−α pour la varianceσ2 de la loi normaleN(µ,σ2), quandµ est connu.

En pratique on choisit souvent pour le coefficient de confiance1−α = 0.90ou0.95, ou
0.99, ce qui correspond àα égale à0.1, 0.05ou0.01 respectivement.

Exemple 2. SoitX = (X1, ...,Xn)T un échantillon de taillen = 201, Xi ∼ N(µ,σ2), et
soit

S2
201 =

1
200

201

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

un meilleur estimateur sans biais pourσ2. Il faut évaluer la probabilité

P{0.8σ2≤ S2
201≤ 1.2σ2}.

Solution. Comme nous savons

200
σ2 S2

201 = χ2
200

et donc

P{0.8σ2≤ S2
201≤ 1.2σ2}= P{160<

200
σ2 S2

201 < 240}= P{160< χ2
200 < 240}.

Pour calculer cette probabilité on peut utiliser l’approximation normale simple pour la loi
chi-deux, d’après laquelle pour chaquex∈ R1

P

{
χ2

f − f√
2 f

< x

}
→Φ(x), quand f → ∞,

et donc

P{160< χ2
200 < 240}= P

{
−40

20
<

χ2
200−200

20
<

40
20

}
=

P
{
−2 <

χ2
200−200

20
< 2

}
≈ 2Φ(2)−1 = 2·0.9772−1 = 0.9544,

c’est-à-dire
P{0.8σ2≤ S2

201≤ 1.2σ2} ≈ 0.9544.

Meilleure approximation pourP{0.8σ2≤ S2
201≤ 1.2σ2} peut être obtenue à partir de l’ap-

proximation normale de Fisher, d’après laquelle pour chaquex∈ R1

P{
√

2χ2
f −

√
2 f −1 < x}→Φ(x), quand f → ∞.

En utilisant cette approximation, nous avons

P{0.8σ2≤ S2
201≤ 1.2σ2}= P{4

√
10< χ200 < 4

√
15}=
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P{8
√

5−20<
√

2χ2
200−

√
400< 4

√
30−20}

= P{−2.112<
√

2χ2
200−

√
400< 1.908}

≈Φ(1.908)+Φ(−2.112) = 0.9718+0.9827−1 = 0.9545.

Il faut remarquer ici que la valeur exacte (avec 5 chiffres décimaux) est

P{0.8σ2≤ S2
201≤ 1.2σ2}= P{160< χ2

200 < 240}

= 0.98292−0.02796= 0.95496≈ 0.9550.

Exemple 3. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon de taillen= 16, Xi ∼N(µ,σ2). Calculons
la probabilié

P{|X̄n−µ|< 3√
n

Sn},

où

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi et S2
n =

1
n−1

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

sont les meilleurs estimateurs sans biais pourµ et σ2.
D’après le Théorème de Fisher la variable aléatoire

tn−1 =
√

n
X̄n−µ

Sn

suit la loi de Student avecf = n−1 = 15degrées de liberté et donc nous avons

P{|X̄n−µ|< 3√
n

Sn}= P{|t15|< 3}=
∫ 3

−3
s15(x)dx

= 2
∫ 3

0
s15(x)dx= 2S15(3)−1 = 0.991,

où s15(x) est la densité de la loi de Student à 15 degrée de liberté etS15(x) sa fonction de
répartition. On peut remarquer que si l’on utilise l’approximation normale pour l’estimation
de la même probabilité, on aura

P{|X̄n−µ|< 3√
n

Sn} ≈ 0.9973> 0.991

pour chaquen.
Exemple 4. SoitX = (X1, ...,Xn)T un échantillon, dontXi ∼ N(µ,σ2). On va chercher,

en utilisant l’approximation normale, la plus petite valeur den = n(ε) pour lequel

P
{ |S2

n−σ2|
σ2 < ε

}
≥ 0.9,

quandε = 0.5 et ε = 0.05. Du Théorème de Fisher il suit que

P
{ |S2

n−σ2|
σ2 < ε

}
= P

{
(n−1)(1− ε) < (n−1)

S2
n

σ2 < (n−1)(1+ ε)
}

=
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P
{
(n−1)(1− ε) < χ2

n−1 < (n−1)(1+ ε)
}

.

Du Théorème limite central il suit queχ2
f est asymptotiquement normale pour les grandes

valeurs def et donc en utilisant l’approximation normale on obtient

P
{ |S2

n−σ2|
σ2 < ε

}
= P

{
(n−1)(1− ε) < χ2

n−1 < (n−1)(1+ ε)
}

=

P

{
−ε

√
n−1

2
<

χ2
n−1− (n−1)√

2(n−1)
< ε

√
n−1

2

}
≈

Φ

(
ε
√

n−1
2

)
−Φ

(
−ε

√
n−1

2

)
= 2Φ

(
ε
√

n−1
2

)
−1,

d’où il suit que

2Φ

(
ε
√

n−1
2

)
−1≥ 0.9,

si

Φ

(
ε
√

n−1
2

)
≥ 0.95,

et commeΦ est croissante, la dernière inégalité est équivalante à la suivante :

ε
√

n−1
2

≥Φ−1(0.95) = 1.645,

d’où on tire que la plus petite valeur den = n(ε) vérifie la relation suivante :

ε
√

n−1
2

≈ 1.6,

i.e.
n≈ 1+5.2/ε2.

Par exemple, siε = 0.5, alorsn≈ 21, et par calculs directs on obtient que

P{10< χ2
20 < 30}= 0.8973< 0.9,

mais pourn = 22on a

P{10.5 < χ2
21 < 31.5}= 0.901> 0.9,

et donc pourε = 0.5 la plus petite valeur den = n(0.5) = 22. Dans le casε = 0.05 nous
pouvons résoudre le problème asymptotiquement et nous aurons

n≈ 1+2
2.6
ε2 = 1+2

2.6
0.0025

= 2080.

Exemple 5. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,Xi ∼ N(µ,σ2), oùµ et σ2 sont incon-
nus. Notre but est de construire un intervalle de prédiction pour une nouvelle observation
Xn+1, Xn+1∼ N(µ,σ2), qui est indépendante deX.
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CommeX est un échantillon normaleN(µ,σ2), nous pouvons travailler avec la statis-
tique exhaustive minimale

U = (X̄n,S
2
n)

T ,

où

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi et S2
n =

1
n−1

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

sont les meilleurs estimateurs sans biais pourµ et σ2,

X̄n∼ N(µ,
σ2

n
),

n−1
σ2 S2

n = χ2
n−1,

X̄n et S2
n sont indépendantes. PuisqueXn+1 etX sont indépendants, alorsXn+1 est indépen-

dante deX̄n etS2
n, et donc

Xn+1− X̄n∼ N

(
0,

n+1
n

σ2
)

,

i.e. la variable aléatoire

Z =
Xn+1− X̄n

σ
√

1+ 1
n

suit la loi normale standard,Z∼N(0,1). Il est évident queZ est indépendante deS2
n et donc

la statistique

τ =
Z√

S2
n/σ2

=
Xn+1− X̄n

Sn

√
1+ 1

n

suit la loi de Student avecn−1 degrés de liberté. c’est-à-dire

P{τ≤ t}= Sn−1(t).

Par conséquent

P



−t̄n−1

(α
2

)
≤ Xn+1− X̄n

Sn

√
1+ 1

n

≤ t̄n−1

(α
2

)


 = 1−α

d’où il suit que

P

{
X̄n−Sn

√
1+

1
n

t̄n−1

(α
2

)
≤ Xn+1≤ X̄n +Sn

√
1+

1
n

t̄n−1

(α
2

)}
= 1−α.

L’intervalle

X̄n−Sn

√
1+

1
n

t̄n−1

(α
2

)
≤ Xn+1≤ X̄n +Sn

√
1+

1
n

t̄n−1

(α
2

)

est connu sous le nom duplus court intervalle de prédictionde niveau de confiance1−α
pour une seule nouvelle observationXn+1, Xn+1∼ N(µ,σ2).
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Par exemple, supposons quen = 5, et

X1 =−0.79, X2 =−0.89, X3 = 0.32, X4 = 0.50, X5 =−0.20.

Dans ce cas̄X5 =−0.212, S2
5 = 0.3960,

Sn

√
1+

1
n

= S5

√
1+

1
5

=
√

0.47517= 0.689,

et puisquēt4(0.025) = 2.776, l’intervalle de prédiction pourX6 est

−2.125≤ X6≤ 1.701.

Exemple 6. SoitX = (X1, ...,Xn)T un échantillon,Xi ∼ N(µ,1), où µ est inconnu, et il
nous faut construire l’intervalle de prédiction pour une nouvelle observationXn+1, Xn+1 ∼
N(µ,1), qui est indépendante deX. Il est claire que dans ce cas la variable aléatoire

Z =
Xn+1− X̄n√

1+ 1
n

suir la loi normale standard et donc

P





∣∣∣∣∣∣
Xn+1− X̄n√

1+ 1
n

∣∣∣∣∣∣
< x̄(α/2)



 = 1−α,

où x̄(α/2) estα/2−quantille supérieur de la loi normale standard. Par exemple, siα = 0.05,
alors pour les données de l’exemple 4 nous avons

x̄(α/2) = x̄(0.025) = 1.96

et par conséquent l’intervalle de prédiction pourX6 est

|X6 +0.212|< 1.96
√

1.2 = 1.96·1.095= 2.15,

ou
−2.36< X6 < 1.94.

2.14 Intervalle de confiance pour la différence des moyennes
de deux lois normales

SoientX= (X1, ...,Xm)T etY= (Y1, ...,Yn)T deux échantillons,

Xi ∼ N(µX,σ2
X), Yj ∼ N(µY,σ2

Y).
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Supposons queX et Y sont indépendants. Notre but est d’estimerµX − µY. D’abord on
étudie le cas quandσ2

Y etσ2
X sont connues. Dans notre problème la statistiqueT = (X̄m,Ȳn)T

est exhaustive pourµ= (µX,µY)T , où

X̄m =
1
m

m

∑
i=1

Xi , Ȳn =
1
n

n

∑
j=1

Yj (1)

sont les meilleurs estimateurs sans biais pourµX, etµY, et comme on le sais déjà bien

X̄m∼ N

(
µX,

σ2
X

m

)
et Ȳn∼ N

(
µY,

σ2
Y

m

)
. (2)

Par conséqent, la statistiquēXm−Ȳn est le meilleur estimateur sans biais pourµX−µY et

X̄m−Ȳn∼
(

µX−µY,
σ2

X

m
+

σ2
Y

m

)
. (3)

Il suit de (3) que la variable aléatoire

Z =
X̄m−Ȳn− (µX−µY)√

σ2
X

m + σ2
Y
n

(4)

suit la loi normale standard,Z∼ N(0,1), et donc

P



−x̄(α/2)≤ X̄m−Ȳn− (µX−µY)√

σ2
X

m + σ2
Y

m

≤ x̄(α/2)



 = 1−α, (5)

ou, ce qui est équivalent,

P



X̄m−Ȳn− x̄(α/2)

√
σ2

X

m
+

σ2
Y

n
≤ µX−µY ≤ X̄m−Ȳn + x̄(α/2)

√
σ2

X

m
+

σ2
Y

n



 = 1−α.

(6)
Cette formule donne le plus court intervalle de confiance de niveau(1−α) pour la diffé-
renceµX−µY quand les varianceaσ2

X et σ2
Y sont connues.

§15. Intervalle de confiance pour la différence des moyennes
de deux lois normales quand les variances sont inconnues.

SoientX= (X1, ...,Xm)T etY= (Y1, ...,Yn)T deux échantillons normales indépendants,

Xi ∼ N(µX,σ2
X), Yj ∼ N(µY,σ2

Y), (1)

et on s’intéresse à l’estimation deµX−µY, quandµX etµY sont inconnues et

σ2
Y = σ2

X = σ2,

où σ2 est aussi inconnue. Il est évident que

T =
(
X̄m,Ȳn,S

2
X,S2

Y

)T
(2)
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est une statistique exhaustive pourθ = (µX,µY,σ2)T , où

X̄m =
1
m

m

∑
i=1

Xi ∼ N(µX,
σ2

m
), Ȳn =

1
n

n

∑
j=1

Yj ∼ N(µY,
σ2

n
), (3)

(m−1)S2
X

σ2 = χ2
m−1 et

(n−1)S2
Y

σ2 = χ2
n−1 (4)

sont des variables aléatoires indépendantes. La statistiqueT n’est pas une statistique mini-
male exhaustive pourθ = (µX,µY,σ2)T . Dans ce problème la statistique minimale exhaus-
tive est

U = (X̄m,Ȳn,S
2)T , (5)

oùS2 est l’estimateur deσ2 appellél’estimateur unifié sans biais:

S2 =
m−1

n+m−2
S2

X +
n−1

n+m−2
S2

Y. (6)

De (4) et (6) il suit que
n+m−2

σ2 S2 = χ2
m+n−2, (7)

et donc

ES2 = σ2 et Var S2 =
2σ4

m+n−2
. (8)

Il est clair que des composantes̄Xm, Ȳn, S2 de la statistique minimale exhaustiveU sont des
variables aléatoires indépendantes. L’estimateur unifiéS2 est unemoyenne pondéréedeS2

X
et S2

Y. On peut voir que le poids plus grand sera donné à celui des estimateurs deσ2 qui
correspond au échantillon de taillemax(m,n). Si n = malorsS2 est une moyenne ordinaire
deS2

X etS2
Y. Il faut remarquer que de (6), (7) et (8) il suit que

Var S2 =
2σ4

n+m−2
<

{
Var S2

X = 2σ4

m−1,

Var S2
Y = 2σ4

n−1,
(9)

et on voit que l’estimateur unifiéS2 est meilleur queS2
X ouS2

Y.
PuisqueX̄m et Ȳn sont les meilleurs estimateur sans biais pourµX et µY respectivement,

on en déduit immédiatement quēXm−Ȳn est le meilleur estimateur sans biais pourµX−µY,
et de (3) il suit que

X̄m−Ȳn∼ N

(
µX−µY,

σ2

m
+

σ2

n

)
. (10)

Par conséquent, la variable eléatoire

Z =
X̄m−Ȳn− (µX−µY)

σ
√

1
m + 1

n

(11)

suit la loi normale standard. Comme la statistiqueS, donnée par (6) est indépendante de
X̄m−Ȳn, et grace à la relation (7), du Théorème de Fisher il résulte que la variable aléatoire

X̄m−Ȳn− (µX−µY)

S
√

1
m + 1

n

= tn+m−2 (12)
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suit la loi de Student avecm+n−2 degrés de liberté, et donc

P

{
|(µX−µY)− (X̄m−Ȳn)| ≤ t̄m+n−2

(α
2

)
S

√
1
m

+
1
n

}
= 1−α, (13)

c’est-à-dire

X̄m−Ȳn− t̄m+n−2

(α
2

)
S

√
1
m

+
1
n
≤ µX−µY ≤

X̄m−Ȳn + t̄m+n−2

(α
2

)
S

√
1
m

+
1
n

(14)

est le plus court intervalle de confiance de niveau(1−α) pour la différenceµX−µY de deux
moyennes des lois normales possédant la même variance inconnue.

Remarque 1. Supposons queσ2
X et σ2

Y sont inconnues, mais leur quotientσ2
X/σ2

Y est
donné, par exemple,

σ2
X/σ2

Y = k, k > 0, (15)

et il faut construire le plus court intervalle de confiance de niveau1−α pour la différence
µX−µY, oùµX etµY sont aussi inconnues. Le cask = 1 vient d’être considéré. So l’on note
σ2

Y = σ2, alorsσ2
X = kσ2 et au lieu de (3) et (4) nous aurons

X̄m∼M

(
µX,

kσ2

m

)
et Ȳn∼ N

(
µY,

σ2

n

)
, (16)

(m−1)S2
X

kσ2 = χ2
m−1 et

(n−1)S2
Y

σ2 = χ2
n−1, (17)

et au lieu de (10) on a

X̄m−Ȳn∼ N

(
µX−µY,

kσ2

m
+

σ2

n

)
, (18)

d’où il vient que la variable aléatoire

Z =
X̄m−Ȳn− (µX−µY)

σ
√

k
m + 1

n

(19)

suit la loi normale standard. D’autre côté, puisque

(m−1)S2
X

kσ2 +
(n−1)S2

Y

σ2 = χ2
m−1 +χ2

n−1 = χ2
m+n−2, (20)

de (17) il suit que l’estimateur unifié sans biais pourσ2 est

S2 =
1

m+n−2

{
m−1

k
S2

X +(n−1)S2
Y

}
. (21)

Comme
m+n−2

σ2 S2 = χ2
m+n−2, (22)

et S2 est indépendante deZ, donnée par (19), du Théorème de Fisher on déduit que la
variable aléatoire

X̄m−Ȳn− (µX−µY)

S
√

k
m + 1

n

= tm+n−2 (23)
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suit la loi de Student avecm+n−2 degrés de liberté, et donc

P

{
|(µX−µY)− (X̄m−Ȳn)| ≤ t̄m+n−2

(α
2

)
S

√
k
m

+
1
n

}
= 1−α, (24)

c’est-à-dire

X̄m−Ȳn− t̄m+n−2

(α
2

)
S

√
k
m

+
1
n
≤ µX−µY ≤

X̄m−Ȳn + t̄m+n−2

(α
2

)
S

√
k
m

+
1
n

(25)

est le plus court intervalle de confiance de niveau(1−α) pour la différenceµX − µY de
deux moyennes des lois normales possédant le qoutient donnék = σ2

X/σ2
Y des variances

inconnuesσ2
X et σ2

Y.
Exemple 1. Pour mesurer un angleA il étaient effectuées deux expériments indépen-

dants. Dans le premier étaient reçues deux valeurs

210.76 et 200.98, (26)

et dans le second il’en avait 6

210.64, 210.54, 220.32, 200.56, 210.43, 210.07. (27)

Nous supposons que toutes les erreurs de mesures sont des réalisatios des variables aléa-
toires normales indépendantes, et dans le deuxième expériment on utilise un instrument
de mesure dont la précision est 4 fois meilleur que celui du premier expériment. Il faut
construire le plus court intervalle de confiance de niveau(1−α) pour la différencebX−bY

des erreurs systématiquesbX et bY des instruments utilisés dans le premier et second expé-
riments(α = 0.01).

Solution. Suivant la théorie des erreurs de Gauss nous pouvons supposer que les données
(26) représentent la réalisation d’un échantillon normale

X= (X1,X2)T , Xi ∼ N(µX,σ2
X), (28)

et les données (27) représentent la réalisation d’un échantillon normale

Y= (Y1, ...,Y6)T , Yj ∼ N(µX,σ2), (29)

où σ2
X = 4σ2, cark = 4. Dans ce cas la statistique exhaustive est

(X̄m,S2
X,Ȳn,S

2
Y)T ,

avec
X̄m = X̄2 = 21.37, Ȳn = Ȳ6 = 21.42, S2

X = 0.3042, S2
Y = 0.3445. (30)

De (21) il suit que l’estimateur unifié pourσ2 est

S2 =
1

m+n−2

{
m−1

k
S2

x +(n−1)S2
Y

}
=

1
6

{
1
4

S2
X +5S2

Y

}
. (31)

Puisque √
k
m

+
1
n

=

√
13
6

et t̄6(0.05) = 1.943, (32)
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et comme
µX−µY = bX−bY,

de (25) on a

P

{
|(bX−bY)− (X̄m−Ȳn)| ≤ t̄6(0.05)S

√
1
m

+
1
n

}
= 1−α, (33)

et donc de (30)-(32) nous obtenons que la différence systématiquebX − bY appartient à
l’intervalle

|(bX−bY)− (−0.05)| ≤ 1.57,

c’est-à-dire
−10.62≤ bX−bY ≤ 10.52.

2.15 Intervalle de confiance pour le quotient des variances
de deux lois normales.

SoientX= (X1, ...,Xm)T etY= (Y1, ...,Yn)T deux échantillons indépendantes,

Xi ∼ N(µX,σ2
X) et Yj ∼ N(µY,σY)T .

D’après le théorèm de Fisher nous avons

(m−1)S2
X

σ2
X

= χ2
m−1 et

(n−1)S2
Y

σ2
Y

= χ2
n−1 (1)

où

S2
X =

1
m−1

m

∑
i=1

(Xi− X̄m)2 et S2
Y =

1
n−1

n

∑
i=1

(Yj −Ȳn)2 (2)

sont les meilleurs estimateurs sans biais pourσ2
X et σ2

Y, et

X̄m =
1
m

m

∑
i=1

Xi et Ȳn =
1
n

n

∑
i=1

Yi (3)

sont des meilleurs estimateurs sans biais pourµX etµY. Puisque les échantillonsX etY sont
indépendantes , les statistiquesS2

X etS2
Y sont indépendantes aussi, et donc nous obtenons

Théorème 1. La variable aléatoire

F =
S2

X/σ2
X

S2
Y/σ2

Y

= Fm−1,n−1 (4)

suit la loi F avecm−1 etn−1 degrés de liberté.
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Nous allons utiliser ce théorème pour construire l’intervalle de confiance pour le quo-
tient σ2

Y/σ2
X. En utilisant (4) et la table deF-répartition on peut trouver deux quantilles

Fm−1,n−1(α/2) =
1

F̄n−1,m−1(α/2)
et F̄m−1,n−1(α/2)

tels que
P{Fm−1,n−1(α/2)≤ Fm−1,n−1≤ F̄m−1,n−1(α/2)}= 1−α. (5)

Dans ce cas de (4)et (5) nous avons

P
{

Fm−1,n−1(α/2)≤ σ2
Y

σ2
X

S2
X

S2
Y

≤ F̄m−1,n−1(α/2)
}

= 1−α (6)

ou

P
{

Fm−1,n−1(α/2)
S2

Y

S2
X

≤ σ2
Y

σ2
X

≤ S2
Y

S2
X

F̄m−1,n−1(α/2)
}

= 1−α. (7)

Puisque

F̄m−1,n−1(α/2) =
1

Fn−1,m−1(α/2)
, (8)

nous obtenons l’intervalle de confiance de niveau(1−α) pour le quotientσ2
Y/σ2

X :

P
{

1
F̄n−1,m−1(α/2)

S2
Y

S2
X

≤ σ2
Y

σ2
X

≤ S2
Y

S2
X

F̄m−1,n−1(α/2)
}

= 1−α. (9)

De (9) il suit immédiatement que l’intervalle de confiance de niveau(1−α) pour le quotient
σ2

X/σ2
Y est

P
{

1
F̄m−1,n−1(α/2)

S2
X

S2
Y

≤ σ2
X

σ2
Y

≤ S2
X

S2
Y

F̄n−1,m−1(α/2)
}

= 1−α. (10)

Par conséquent, (9) et (10) nous donnent deux intervalles de confiance de niveau(1−α)
pourσ2

Y/σ2
X et σ2

X/σ2
Y respectivement.

Exemple 1. SoientX = (X1, ...,Xm)T et Y = (Y1, ...,Yn)T deux échantillons indépen-
dantes,

Xi ∼ N(µX,σ2
X) et Yj ∼ N(µY,σY)T .

Nous supposons que un experiment pourm= 25etn = 14on a obtenu

S2
X = 74·10−6 et S2

Y = 20·10−6.

En utilisant (10) nous construisons l’intervallle de confiance de niveau(1− α) pour le
quotient des variancesσ2

X/σ2
Y. Prenonsα = 0.1. PuisqueS2

X/S2
Y = 3.70,

F̄n−1,m−1

(α
2

)
= F̄13,24(0.05) = 2.13

et

1/F̄m−1,n−1

(α
2

)
=

1

F̄24,13
(α

2

) = 1/2.35= 0.426,

on a que

1.58<
σ2

X

σ2
Y

< 7.88,

avec le coefficient de confiance0.9.
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2.16 La loi de Thompson.

SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon normal,Xi ∼ N(µ,σ2). Notons

η j =
Xj − X̄n

sn
=

√
n

n−1
Z j , j = 1,2, . . . ,n, (2.1)

oùZ j est donné par (8.57),

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi , s2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2.

Dans ce cas pour toutj la statistiqueη j suit la loi de Thompson àn−2 degrées de liberté,

P
{

η j ≤ x
}

= Tn−2(x) =
Γ

(
n−1

2

)
√

π(n−1)Γ
(

n−2
2

)
x∫

−√n−1

(
1− t2

n−1

) n−4
2

dt, (2.2)

pour|x|<√
n−1.

Soit τm une variable aléatoire qui suit la loi de Thompson àm degrés de liberté,

P{τm≤ x}= Tm(x).

On sait que la statistique

tm = τm

√
m

m+1− τ2
m

(2.3)

suit la distribution de Student àm degrés de liberté,

P{tm≤ x}= Sm(x).

On voit de (3) que

τm = tm

√
m+1
m+ t2

m
(2.4)

et par conséquent il en résulte que les quantilesτ(α,m) de la loi de Thompson àm degrés
de liberté (de niveauα) s’expriment en fonction des quantiles correspondantst(α,m) de la
loi de Student àmdegrées de liberté par la formule

τ(α,m) = t(α,m)

√
m+1

m+ t2(α,m)
. (2.5)

On sait que sin→ ∞, alors
Sm(x)→Φ(x) (2.6)

et par conséquent de (3) à (5) on déduit une approximation normale pour le loi de Thomp-
son, en utilisant la liaison qui existe entre les variables aléatoiresτm et β = βm

2 ,m
2

:

β =
τm+

√
m+1

2
√

m+1
, (2.7)
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ce qui est équivalent à

P{τm≤ x}= P
{

βm
2 ,m

2
≤ x+

√
m+1

2
√

m+1

}
= I x+

√
m+1

2
√

m+1

(m
2

,
m
2

)
, (2.8)

oùβα,β est une variable aléatoire qui suit la loi béta de paramètresα et β.
Remarque 1.(Coefficient de correlation d’un échantillon normale dansR2).

Soit (
X1

Y1

)
,

(
X2

Y2

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)

un échantillon d’une loi normale de dimension 2, i.e. pour tout(x,y) ∈ R2

P{Xi ≤ x,Yi ≤ y}=
1

2π
√

1−ρ2

x−µx
σx∫

−∞

y−µy
σy∫

−∞

exp

{
− 1

2(1−ρ2)
(u2−2ρuv+v2)

}
dudv,

où
µx = EXi , µy = EYi , σ2

x = Var Xi , σ2
y = Var Yi ,

ρ =
1

σxσy
E(Xi−µx)(Yi−µy).

On peut montrer que les statistiques

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi , Ȳn =
1
n

n

∑
i=1

Yi , s2
x =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2,

s2
y =

1
n

n

∑
i=1

(Yi−Ȳn)2, ρ̂n =
sxy

sxsy

sont les estimateurs de maximum de vraisemblance pour les paramètresµx, µy, σ2
x, σ2

y et ρ
respectivement, où

sxy =
1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)(Yi−Ȳn).

On peut montrer sous l’hypothèseH0 : ρ = 0 la densitépn(r), n≥ 3, de la statistiquêρn est
donnée par la formule :

pn(r) =
1√
π

Γ
(

n−1
2

)

Γ
(

n−2
2

)(1− r2)
n−4

2 , |r|< 1, (2.9)

d’où on tire que si l’hypothéseH0 est juste , alors

ρ̂2
n = β 1

2 , n−2
2

et tn−2 = ρ̂n

√
n−2
1− ρ̂2

n
. (2.10)
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2.17 Méthode du maximum de vraisemblance.

Supposons que’on a un échantillon

X ∼ Pθ, θ = (θ1, . . . ,θm)T ∈Θ⊂ Rm

et quePθ est absolument continue par rapport à une mesureσ-finie µ. Notons parf (x;θ) la
densité deX.

Soit
L(θ) = L(X,θ) = f (X;θ), θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm,

la fonction de vraisemblancedeX.

On appelleL(X,θ) ainsi car, sachant une réalisationx du vecteur aléatoireX, la va-
leur L(x,θ) = f (x,θ) deL(X,θ) nous permet de trouver les plus vraisemblables valeurs du
paramètreθ.

En effet, soitV(x) un voisinage infiniment petit dex. Alors

Pθ(X ∈V(x))≈ f (x,θ) µ(V(x)) (1)

(dans le cas discret on a une égalité). Les valeurs deθ plus vraisemblables sont telles qui
maximisent la probabilité queX prend la valeur observéex (ou prend la valeur dans un
infiniment petit voisinage dex, si telles probabilités sont égales à zero), donc d’ après (1)
maximisent la realisationL(x,θ) = f (x,θ) de la fonction de vraisemblanceL(X,θ) par
rapport àθ.

Définition 1. Une statistiquêθn = θ̂n(X) est appellée estimateur de maximum de vrai-
semblance (EMV) du paramètreθ, si µ-p.s.

L(X, θ̂n) = sup
θ∈ΘΘΘ

L(X,θ). (2)

Si g : ΘΘΘ → Rk est une fonction mésurable,k≤m, alors ĝn = g(θ̂n) est appellé estimateur
de maximum de vraisemblance deg = g(θ).

Rémarque 1.SiT = T(X) est une statistique exhaustive, alors le critère de factorisation
L(X,θ) = g(T(X),θ)h(X) implique que l’EMV est une fonction deT.

Générallement on cherche l’EMV en maximisant la fonctionlnL(X,θ) par rapport àθ,
car cette fonction atteint le maximum dans le même point queL et dans la plupart des cas
concrets est plus simple.

Si la fonctionlnL(X,θ) est dérivable par rapport àθ, alors l’EMV vérifie le système
d’équations de vraisemblance

U(θ) = 0,

où

U(θ) =
(

∂ lnL(X,θ)
∂θ

)T

=
(

∂ lnL(X,θ)
∂θ1

, . . . ,
∂ lnL(X,θ)

∂θm

)T

(3)

est la fonction score.
La forme de la fonction de vraisemblance dépend de la structure de l’échantillon.
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Exemple 1. Si X = (X1, . . . ,Xn)T est un échantillon simple,Xi ∼ p(x,θ),θ ∈ ΘΘΘ⊂ Rm,
alors

L(X,θ) =
n

∏
i=1

p(Xi ,θ), lnL(X,θ) =
n

∑
i=1

ln p(Xi ,θ),

and

U(θ) =

(
n

∑
i=1

∂ ln p(Xi ,θ)
∂θ

)T

. (4)

Exemple 2. Censure du premier type.On fixe le tempst de l’expérience et on observe
n sujets. Les durées de vieT1, . . . ,Tn de sujets sont des v.a. i.i.d. de la fonction de répartition
F(t,θ),θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm et de la densitép(t,θ) par rapport à la mesure de Lebesque . La valeur
ti de la variable aléatoireTi n’est pas observée, siti > t. Les momentst(1) ≤ . . .≤ t(d(t)) de
d(t) décès,(d(t) ≤ n), sont observés pendant l’expérience, sid(t) > 0. Si d(t) = 0, t(i) ne
sont pas observés. Le vecteur

(t(1), . . . , t(d(t)),d(t))T

est une réalisation d’un vecteur aléatoire

(T(1), . . . ,T(D(t)),D(t))T .

Cherchons la densité de ce vecteur :

fT(1),...,T(D(t)),D(t)(t1, . . . , td,d)

= lim
h1,...,hd↓0

1
h1 . . .hd

P{t1 < T(1) ≤ t1 +h1, . . . , td < T(d) ≤ td +hd,D(t) = d}

= lim
h1,...,hd↓0

1
h1 . . .hd

P{D(t1) = 0,D(t1 +h1)−D(t1) = 1, . . . ,D(td +hd)−D(td) = 1,

D(t)−D(td) = 0,D(∞)−D(t) = n−d}=

n!
(n−d)!

[1−F(t,θ]n−dp(t1,θ) . . . p(td,θ),

si t1 < t2 < .. . td, d = 1,2, . . .).
Donc la fonction de vraisemblance est

L(θ) =
n!

(n−D(t))!
[1−F(t,θ]n−D(t)p(T(1),θ) . . . p(T(D(t)),θ), (5)

si D(t) = 1,2, . . ., et
L(θ) = [1−F(t,θ]n, (6)

si D(t) = 0.
La même fonction de vraisemblance (avec une constante près) peut être obtenu diffé-

rament. Posons
Xi = min(Ti , t), δi = 1{Ti≤t}.

Sachant les paires
(X1,δ1), . . . ,(Xn,δn),
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on peut trouverT(1), . . . ,T(D(t)) : il faut ordonner lesXi , qui corresponent àδi = 1. Les
vecteurs aléatoirs(Xi ,δi) sont i.i.d., donc cherchons la loi de(X1,δ1). On a

FX1,δ1
(x,1;θ) = Pθ(X1≤ x,δ1 = 1) = Pθ(T1≤ x,T1≤ t) =

FTi(min(x, t)) =
∫ x

0
p(u,θ)1{u≤t}du,

FX1,δ1
(x,0;θ) = Pθ(X1≤ x,δ1 = 0) = Pθ(t ≤ x,T1 > t) =

1{t≤x}(1−F(t,θ)).

Considérons la mesureµ surR+×{0,1} suivante :

µ([0,x]×{1}) =
∫ x

0
1{u≤t}du, µ([0,x]×{0}) = 1{t≤x}.

Alors
FX1,δ1

(x,k;θ) =
∫ x

0
pk(u,θ)[1−F(t,θ)]1−kµ(du,k),

et donc la densité de(Xi ,δi) par rapport àµ est

pXi ,δi
(xi ,ki ;θ) = pki(xi ,θ)[1−F(t,θ)]1−ki .

Donc la fonction de vraisemblance est

L(X1,δ1, . . . ,Xn,δn;θ) =
n

∏
i=1

pδi(Xi ,θ)[1−F(Xi ,θ)]1−δi . (7)

Notons que cette fonction estǵale à la fonction donnèe par (5) et (6) à la constante près :

L(X1,δ1, . . . ,Xn,δn;θ) =
D(t)

∏
i=1

p(T(i),θ)[1−F(t,θ)]n−D(t), si D(t) > 0

ou
L(X1,δ1, . . . ,Xn,δn;θ) = [1−F(t,θ)]n,

si D(t) = 0.
Des censures de plusieurs types sont considérée dans les chapitres suivants.

Exemple 3. (Données groupés)SoitZn = (Zn1, . . . ,ZnN) vecteur aléatoire qui suit la loi
multinomialeMN(n, p(θ)), où p(θ) = (p1(θ), . . . , pN(θ))T , θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm.

Par exemple, si la régionX des valeurs des v.a. i.i.d.Xi ∼ F(x,θ), θ ∈ ΘΘΘ ⊂ Rm (i =
1, . . . ,n) est divisé enN intervallesI1, . . . , IN, alorsZn j peut être interpreté comme le nombre
aléatoire desXi , qui appartiennent àI j :

Zn j =
n

∑
i=1

1{Xi∈I j} et pi(θ) = Pθ(Xi ∈ I j).

Donc
Pθ(Zn = zn) = P{Zn1 = k1, . . . ,ZnN = kN}=

n!
k1! . . .kN!

pk1
1 (θ)pk2

2 (θ) . . . pkN
N (θ).
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Supposons que n’observe que les v.a.Zn j. Alors la fonction de vraisemblance est

L(Zn,θ) =
n!

Zn1! . . .ZnN!
pZn1

1 (θ)pZn2
2 (θ) . . . pZnN

N (θ).

19. Propriétés asymptotiques des estimateurs de maximum de vraisemblance
On va démontrer que sous conditions générales des estimateurs de maximum de vrai-

semblance sont consistants et asymptotiquement efficaces.
Soit

X = (X1, . . . ,Xn),

un échantillon, oùX1, . . . ,Xn sont des vecteurs aléatoires indépendants,

Xi ∼ pi(xi ,θ),θ ∈ΘΘΘ⊂ Rm,

où pi(xi ,θ) est la densité du vecteurr i-dimensionnelXi par rapport à une mesureσ-fini µ.
La fonction de vraisemblance a la forme

L(X,θ) =
n

∏
i=1

pi(Xi ,θ).

On a vu que sous des conditions générales la matrice d’information de Fisher a la forme

In(θ) = EθÎn(X,θ), où În(X,θ) =− ∂2

∂θ2 lnL(X,θ).

Si X1, . . . ,Xn sont des vecteurs aléatoires i.i.d. de la même dimensionr (en casr = 1 on a
un échantillon simple), alorspi = p, In(θ) = nI1(θ), où

I1(θ) = EθÎ1(X1,θ), Î1(X1,θ) =
∂2

∂θ2 p(X1,θ).

Théorème.Supposons que les vecteurs aléatoiresX1, . . . ,Xn sont i.i.d. et
1) ΘΘΘ est ouvert ;
2) presque pour touty∈ Rr la densitép(y,θ) est deux fois continument dérivable par

rapport àθ dans un voisinageVρ = {θ :|| θ−θ0 ||≤ ρ} de la vraie valeurθ0 du paramètre
θ ;

3) on peut dériver deux fois sous le signe de l’integrale :

∫

Rr

∂
∂θ

p(y,θ)dy=
∂

∂θ

∫

Rr
p(y,θ0)dy= 0,

∫

Rr

∂2

∂θ2 p(y,θ0)dy=
∂

∂θ

∫

Rr

∂
∂θ

p(y,θ0)dy= 0;

4) la matrice d’information de FisherI1(θ0) est définie positive ;
5) il existent des fonctions non-negativesh et b, telles que pour presque tousy∈ Rr et

tousθ ∈Vρ

|| Î1(y,θ)− Î1(y,θ0) ||≤ h(y)b(θ), Eθ0
{h(X1)}< ∞, b(θ0) = 0,

la fonctionb est continue au pointθ0.
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Alors il existe une suite des estimateurs{θ̂n} telle que

P(U(X, θ̂n) = 0)→ 1, θ̂n
P→ θ0, (1)

et √
n(θ̂n−θ0)

d→ Nm(0, I−1
1 (θ0)). (2)

Démonstration.Soit c > 0 une constante et

Bn
c = {θ : (θ−θ0)T In(θ0)(θ−θ0)≤ c2}= {θ : || I1/2

n (θ0)(θ−θ0) ||≤ c} (3)

un voisinage deθ0. Notons par∂Vρ = {θ :|| θ−θ0 ||= ρ} la frontière deVρ. La condition
4) implique que

inf
θ:θ∈∂Vρ

(θ−θ0)T I1(θ0)(θ−θ0) > 0,

donc il existeN = N(ρ) > 0 tel queBn
c ∩ ∂Vρ = /0, quandn > N et doncBn

c ⊂ Vρ. Il est
evident aussi queBn

c → θ0, i.e.supθ∈Bn
c
|| θ−θ0 ||→ 0 quandn→ ∞.

On va montrer que

Pθ0

(
sup

θ∈∂Bn
c

lnL(θ)− lnL(θ0) < 0

)
→ 1, quand n→ ∞. (4)

Pour toutθ ∈ ∂Bn
c écrivons la formule de Taylor :

lnL(θ)− lnL(θ0) = UT(θ0)(θ−θ0)− 1
2
(θ−θ0)T În(θ∗)(θ−θ0), (5)

où θ∗ = θ∗(X) est un point sur la ligne entreθ et θ0.
On va montrer d’abord que

1
n

În(θ∗) =
1
n

In(θ0)+oP(1). (6)

La condition 5) implique que

Eθ0
|| 1

n
(În(θ∗)− În(θ0)) ||≤ Eθ0

|| Î1(θ∗)− Î1(θ0)) ||≤

sup
θ∈Bn

c

b(θ) Eθ0
h(X1)→ 0.

Cette convergence implique que

1
n

În(θ∗)− 1
n

În(θ0)
L1→ 0 =⇒ 1

n
În(θ∗)− 1

n
În(θ0)

P→ 0. (7)

La loi de grands nombres implique que

1
n

În(θ0) =−1
n

n

∑
i=1

∂2

∂θ2 ln p(Xi ,θ0)
P→ I1(θ0), (8)
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car În(θ0) est la somme de vecteurs aléatoires i.i.d. de l’espérance0 et de la varianceI1(θ0).
Donc on a

1
n

În(θ∗) =
1
n

În(θ0)+oP(1) = I1(θ0)+oP(1) =
1
n

In(θ0)+oP(1). (9)

Cette égalité, l’égalité (5) et la définition de∂Bn
c (voir (3)) impliquent que uniformément

sur∂Bn
c

lnL(θ)− lnL(θ0) = UT(θ0)(θ−θ0)− 1
2
(θ−θ0)T In(θ0)(θ−θ0)+oP(1)

= UT(θ0)(θ−θ0)− c2

2
+oP(1). (10)

Donc

Pθ0

(
sup

θ∈∂Bn
c

lnL(θ)− lnL(θ0) < 0

)
≥

Pθ0

(
sup

θ∈∂Bn
c

UT(θ0)(θ−θ0)+ sup
θ∈∂Bn

c

| oP(1) |< c2

2

)

≥ Pθ0

(
sup

θ∈∂Bn
c

UT(θ0)(θ−θ0) <
c2

4
, | oP(1) |< c2

4

)
≥

1−Pθ0

(
sup

θ∈∂Bn
c

UT(θ0)(θ−θ0)≥ c2

4

)
−Pθ0

(
| oP(1) |≥ c2

4

)
. (11)

Notons quesupµ∈Rm,||µ||=1aTµ=|| a || pour touta∈ Rm, donc

sup
θ∈∂Bn

c

UT(θ0)(θ−θ0) = c sup
θ∈∂Bn

c

UT(θ0)I
−1/2
n (θ0)I

1/2
n (θ0)(θ−θ0)/c

≤ c sup
µ∈Rm,||µ||=1

UT(θ0) I−1/2
n (θ0)µ= c ||UT(θ0) I−1/2

n (θ0) || . (12)

L’inégalité de Tchebyshev-Bienaimé implique que

Pθ0

(
||UT(θ0) I−1/2

n (θ0) ||≥

c/4)≤ (4/c)2Eθ0
(||UT(θ0)I

−1/2
n (θ0) ||2)

= (4/c)2Eθ0
U(θ0)I−1

n (θ0)U(θ0) = (4/c)2m. (13)

Pour toutδ > 0 on peut trouverc > 0 tel que(4/c)2≤ δ/2. Fixons un telc. Alors

Pθ0

(
sup

θ∈∂Bn
c

UT(θ0)(θ−θ0)≥ c2

4

)
< δ/2. (14)

On peut trouverN = N(δ) > 0 tel que pour tousn≥ N

Pθ0

(
| oP(1) |≥ c2

4

)
< δ/2. (15)
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L’inégalités (11)-(15) impliquent la convergence (4).
La fonctionlnL(θ) est continument dérivable surVρ ⊃ Bn

c, donc cette convergence im-
plique qu’il existe une suite d’estimateurs{θ̂n} telle que

Pθ0

(
U(θ̂n) = 0,(θ̂n−θ0)T In(θ0)(θ̂n−θ0)≤ c2)→ 1,

donc pour toutε > 0 la relation

Pθ0

(
U(θ̂n) = 0, || θ̂n−θ0 ||≤ ε

)→ 1

implique la suivante

Pθ0

(
U(θ̂n) = 0

)→ 1, θ̂n
P→ θ0.

Démontrons la normalité asymptotique des estimateursθ̂n. En intégrant la gauche et la
droite de l’égalité

∂
∂t

U{θ0 + t(θ̂n−θ0)}=

∂
∂θ

U({θ0 + t(θ̂n−θ0)}(θ̂n−θ0) =

−În{θ0 + t(θ̂n−θ0)}(θ̂n−θ0)

par rapport àt, on obtient

−U(θ0) = U(θ̂n)−U(θ0) =−
∫ 1

0
În(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt (θ̂n−θ0). (15)

Montrons que le deuxième integrale est asymptotiquement equivalent àIn(θ0). La condition
5) implique

1
n
||

∫ 1

0
În(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt− În(θ0) ||

≤ 1
n

n

∑
i=1

∫ 1

0
|| ∂2

∂θ2 ln p(Xi ,θ0 + t(θ̂n−θ0))− ∂2

∂θ2 ln p(Xi ,θ0) || dt

≤ 1
n

n

∑
i=1

h(Xi)
∫ 1

0
b(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt. (17)

Le premier facteur à la droite est la moyenne de v.a. i.i.d. de l’espérance fini, donc la loi de
grands nombres implique que

1
n

n

∑
i=1

h(Xi)
P→ Eθ0

h(X1). (18)

Montrons que le deuxième facteur tend en probabilité vers0. La continuité de la fonction
b enθ0 et la conditionb(θ0) = 0 impliquent que pour toutε > 0 il existe∆ = ∆(ε) tel que
b(θ) < ε, si || θ−θ0 ||< ∆. Si || θ̂n−θ0 ||< ∆, alors pour toutt ∈ [0,1]

b(θ0 + t(θ̂n−θ0)) < ε ⇒
∫ 1

0
b(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt < ε.

Donc

Pθ0

(∫ 1

0
b(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt ≥ ε

)
≤ Pθ0

(|| θ̂n−θ0 ||≥ ∆)→ 0. (19)
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Les convergences (18) et (19) et l’inégalité (16) impliquent

1
n

∫ 1

0
În(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt =

1
n

În(θ0)+oP(1) =
1
n

In(θ0)+oP(1). (20)

L’égalités (16) et (20) impliquent

1√
n
U(θ0) =

(
1
n

În(θ0)+op(1)
)√

n(θ̂n−θ0) =

(I1(θ0)+op(1))
√

n(θ̂n−θ0) (21)

La v.a.U(θ0) est une somme de vecteurs aléatoires i.i.d. de l’espérance0 et de la matrice
de covarianceI1(θ0). Le théorème limite centrale implique que

1√
n
U(θ0)

d→ Nm(0, I1(θ0)). (22)

Cette convergence, l’égalité (21) et le théorème de Slutsky impliquent que

√
n(θ̂n−θ0)

d→ Nm(0, I−1
1 (θ0)I1(θ0))I−1

1 (θ0)) = Nm(0, I−1
1 (θ0)).

Corollaire. Sous les hypothèses du Théorème

(θ̂n−θ0)T În(θ̂n)(θ̂n−θ0)
d→ χ2

m. (23)

Démonstration.Le résultat du théorème implique que

(θ̂n−θ0)T I1(θ0)(θ̂n−θ0)
d→ χ2

m. (24)

La condition 5) du Théorème implique

Eθ0
|| 1

n
În(X, θ̂n)− În(X,θ0) ||≤

Eθ0
|| Î1(X1, θ̂n)− Î1(X1,θ0) ||≤ Eθ0

h(X1)b(θ̂n)→ 0,

donc
1
n

În(θ̂n) = I1(θ0)+oP(1). (25)

(23) et (24) impliquent (22).

Corollaire. Sous les hypothèses du Théorème

UT(θ0)I−1
n (θ0)U(θ0)

d→ χ2
m

et
UT(θ0)Î

−1
n (θ̂n)U(θ0)

d→ χ2
m. (26)

Corollaire. Si la fonctiong : ΘΘΘ → G⊂ Rk a des dérivés partielles du premier ordre
continues, les hypothèses du Théorème sont vérifiées,ĝn = g(θ) est l’EMV deg = g(θ),
alors √

n(ĝn−g0)
d→ Nk(0,G(θ0)I−1

1 (θ0))GT(θ0),
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oùg0 est la vraie valeur deg et

G(θ0) =
[

∂gi(θ0)
∂θ j

]

k×m

.

Ce résultat est impliqué par la méthode delta.

Corollaire. Sous les hypothèses du Corollaire

(ĝn−g0)T
{

G(θ̂n)Î
−1
n (θ̂n)GT(θ̂n)

}−1
(ĝn−g0)

d→ χ2
k.

Démonstration.Corollaire implique

√
n(ĝn−g0)T {

G(θ0)I−1
n (θ0)GT(θ0)

}−1√
n(ĝn−g0)

d→ χ2
k. (27)

La fonctionG est continue, donc

G(θ̂n) = G(θ0)+oP(1). (28)

ce qui implique le résultat.

Le cas important estg = (θl1, . . . ,θlk), où1≤ l1≤ . . .≤ lk≤m. Dans ce casgi j (θ) = 1,
si j = l i , etgi j (θ) = 0, sinon. Donc

Ai1...ik = G(θ̂n)Î
−1
n (θ̂n)GT(θ̂n)

est la sous-matrice dêI
−1
n (θ̂n) étante sur intersection dei1, . . . , ik-èmes lignes eti1, . . . , ik-

èmes colognes. Donc

(θ̂l1−θ0l1, . . . , θ̂lk−θ0lk)
TA−1

i1...ik
(θ̂l1−θ0l1, . . . , θ̂lk−θ0lk)

d→ χ2
k. (29)

Généralisons le théorème pour le cas, quand les vecteursXi ne sont pas nécéssairement
identiquement distribués.

Théorème.Supposons que
1) ΘΘΘ est ouvert ;
2) presque pour toutxi ∈ Rr i (r i ≤ r) la densitépi(xi ,θ) est deux fois continument

dérivable par rapport àθ dans un voisinageVρ = {θ :|| θ−θ0 ||≤ ρ} ;
3) on peut dériver deux fois par rapport àθ sous le signe des intégrales :

∫

Rri

∂
∂θ

p(xi ,θ)dxi =
∂

∂θ

∫

Rri
p(xi ,θ0)dxi = 0,

∫

Rri

∂2

∂θ2 p(xi ,θ0)dxi =
∂

∂θ

∫

Rri

∂
∂θ

p(xi ,θ0)dxi = 0;

4) la matricelimn→∞
1
nIn(θ0) = In(θ0) est définie positive.

5) existent des fonctions non-negativeshi et b, telles que pour presque tousxi ∈ Rr i et
tousθ ∈Vρ

|| ∂2

∂θ2 ln pi(xi ,θ)− ∂2

∂θ2 ln pi(xi ,θ0) ||≤ hi(xi)b(θ),
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Eθ0
{sup

i
h(Xi)}< ∞, b(θ0) = 0,

la fonctionb est continue enθ0.
6) il existe un nombre positifδ > 0, tel que

lim
n→∞

1

n1+δ

n

∑
i=1

Eθ0
|| ∂2

∂θ2 ln pi(Xi ,θ0) ||1+δ= 0.

Alors il existe une suite des estimateurs{θ̂n} telle que

P(U(X, θ̂n) = 0)→ 1, θ̂n
P→ θ0. (30)

Supposons, de plus, que

7) Eθ0
sup

i
|| f rac∂∂θ ln pi(Xi ,θ0) ||2+δ< ∞.

Alors √
n(θ̂n−θ0)

d→ Nm(0, I−1(θ0)). (31)

Démonstration.SoitBn
c un voisinage deθ0 défini par (3). De même que dans le théorème

précedant la condition 4) implique queBn
c → θ0 et queBn

c ⊂Vρ, si n est grand.
Pour toutθ ∈ ∂Bn

c écrivons le development (5). La condition 5) implique

Eθ0
|| 1

n
(În(θ∗)− În(θ0)) ||≤

Eθ0
|| ∂2

∂θ2 ln pi(Xi ,θ∗)− ∂2

∂θ2 ln pi(Xi ,θ0) ||≤

Eθ0
sup

i
hi(Xi) sup

θ∈Bn
c

b(θ)→ 0,

donc la convergence (7) a lieu.
La condition 6) et la loi de grands nombres impliquent

1
n
(În(X,θ0)− In(θ0)) =

−1
n

n

∑
i=1

{
∂2

∂θ2 ln pi(Xi ,θ0)−Eθ0

(
∂2

∂θ2 ln pi(Xi ,θ0)
)}

P→ 0.

Cette convergence et la convergence (7) impliquent

1
n

În(θ∗) =
1
n

In(θ0)+oP(1).

Le reste de démonstration de la consistence est le même comme dans Théorème.
Démontrons la normalité asymptotique. On écrit l’égalité (16). La condition 5) implique

que
1
n
||

∫ 1

0
În(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt− În(θ0) ||≤
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sup
i

hi(Xi)
∫ 1

0
b(θ0 + t(θ̂n−θ0))dt

P→ 0.

Donc
1√
n
U(θ0) =

(
1
n

In(θ0)+op(1)
)√

n(θ̂n−θ0).

Notons

Yi =
∂

∂θ
ln pi(Xi ,θ0).

Soita∈ Rm\0. Alors

aTU(θ0) =
n

∑
i=1

aTYi , E(aTYi) = 0,

Varθ0
(aTU(θ0)) = aT In(θ0)a.

Alors
aTU(θ0)
aT In(θ0)a

d→ N(0,1),

si la condition de Liapunov
∑n

i=1E | aTYi |2+δ

(aT In(θ0)a)1+δ/2
→ 0

est vérifiée. Mais l’inégalité

E | aTYi |2+δ≤|| a ||2+δ Esup
i
||Yi ||2+δ

implique que
∑n

i=1E | aTYi |2+δ

(aT In(θ0)a)1+δ/2
≤

n−δ || a ||2+δ

(aT 1
nIn(θ0)a)1+δ/2

Esup
i
||Yi ||2+δ→ 0,

car l’espérance à la droite est finie d’après la condition 7), la matriceI(θ0) est définie
positive et donc

aT 1
n

In(θ0)a→ aT I(θ0)a > 0,

d’où on tire que pour touta∈ Rm\0
1√
n

aTU(θ0)
d→ Nm(0,aT I(θ0)a)

et donc
1√
n

I−1(θ0)U(θ0)
d→ N(0, I−1(θ0)),

1√
n

(
1
n

In(θ0)
)−1

U(θ0)
d→ N(0, I−1(θ0)),

d’où on tire que √
n(θ̂n−θ0) =
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1√
n

(
1
n

In(θ0)+oP(1)
)−1

U(θ0)
d→ Nm(0, I−1(θ0)).

2.18 Propriétés asymptotiques du rapport de vraisemblance

Théorème.Sous les conditions du théorème on a

−2ln
L(X,θ0)
L(X, θ̂n)

d→ χ2(m).

Démonstration.D’apré la formule de Taylor

lnL(X,θ0)− lnL(X, θ̂n) = UT(X, θ̂n)(θ0− θ̂n)−
1
2
(θ̂n−θ0)T În(X,θ∗(X))(θ̂n−θ0) =

−1
2

√
n(θ̂n−θ0)T 1

n
În(X,θ∗(X))

√
n(θ̂n−θ0)

où θ∗(X) est un point sur la ligne entrêθn et θ0 et

|| θ∗(X)−θ0 ||≤|| θ̂n−θ0 || P→ 0,

doncθ∗(X) P→ θ0.
Comme dans la démonstration du théorème (voir) , on a

1
n

În(θ∗)− 1
n

În(θ0)
P→ 0. (1)

Donc
1
n

În(θ∗) =
1
n

În(θ0)+oP(1) = I1(θ0)+oP(1).

et
−2(lnL(X,θ0)− lnL(X, θ̂n)) =

√
n(θ̂n−θ0)T I1(θ0)

√
n(θ̂n−θ0)+oP(1).

La convergence √
n(θ̂n−θ0)

d→ Z =∼ Nm(0, I−1
1 (θ0))

implique que

−2(lnL(X,θ0)− lnL(X, θ̂n))
d→ ZT I1(θ0)Z∼ χ2(m).

Soit
φ = (φ1,φ2) : ΘΘΘ→ G = G1×G2⊂ Rk×Rm−k

une bijection continument dérivable. Notons parψ : G1×G2→ ΘΘΘ la fonction inverse.
Soientg10 un point dansG1 et ΘΘΘ0 un sous-ensemble deΘΘΘ, défini par

ΘΘΘ0 = {θ : φ1(θ) = g10}= {θ : θ = ψ(g10,g2),g2 ∈ G2} ⊂ ΘΘΘ. (2)

Exemple 1.Soit

φ1(θ) = θ1 = (θ1, . . . ,θk), φ2(θ) = θ2 = (θk+1 . . . ,θm)
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des projection de

θ = (θ1, . . . ,θm), θ1 ∈ΘΘΘ1, θ2 ∈ΘΘΘ2, ΘΘΘ = ΘΘΘ1×ΘΘΘ2.

Alors φ(θ) = θ, ψ(θ) = θ et

ΘΘΘ0 = {θ : θ1 = θ10}= {θ : θ = (θ10,θ2),θ2 ∈ΘΘΘ2},

oùg10 = θ10 est une valeur deθ1 fixée.

Exemple 2.Soitk = 1,

φ1(θ) = lnθ1, φ2(θ) = θ2 = (θ2, . . . ,θm).

Alors
φ(θ) = (lnθ1,θ2), ψ(g1,θ2) = (eg1,θ2)

et
ΘΘΘ0 = {θ : lnθ1 = g10}= {θ : θ = (eg10,θ2),θ2 ∈ΘΘΘ2}.

Exemple 3.Soitk = 1,

φ1(θ) = θ1−θ2, φ2(θ) = θ2.

Alors
φ(θ) = (θ1−θ2,θ2), ψ(g1,θ2) = (g1 +θ2,θ2)

et
ΘΘΘ0 = {θ : θ1−θ2 = g10}= {θ : θ = (g10+θ2,θ2),θ2 ∈ΘΘΘ2}.

Exemple 4.Soitk = 1,

φ1(θ) = θ1/θ2, φ2(θ) = θ2.

Alors
φ(θ) = (θ1/θ2,θ2), ψ(g1,θ2) = (g1θ2,θ2)

et
ΘΘΘ0 = {θ : θ1/θ2 = g10}= {θ : θ = (g10θ2,θ2),θ2 ∈ΘΘΘ2}.

ThéorèmeSupposons que les conditions du Théorème précédent sont vérifiés etΘΘΘ0 est
l’ensemble défini par (2). Siθ0 ∈ΘΘΘ0 alors

R(X,g10) =−2ln

sup
θ∈ΘΘΘ0

L(X,θ)

sup
θ∈ΘΘΘ

L(X,θ)

=−2ln

sup
θ:φ1(θ)=g10

L(X,θ)

L(X, θ̂n)
d→ χ2(k),

i.e. pour toutx∈ R
Pθ0

(R(X,g10)≤ x)→ Fχ2
k
(x).

133



Démonstration.On a

sup
θ∈ΘΘΘ0

L(θ) = sup
θ:θ=ψ(g10,g2),g2∈G2

L(θ)

= sup
g2:g2∈G2

L(ψ(g10,g2)) = sup
g2:θ2∈G2

L∗(g2),

où L∗(g2) = L(ψ(g10,g2)). La v.a.L∗(X,g2) est la fonction de vraisemblance pour le mo-
dèle statistique

X ∼ f ∗(x,g2),g2 ∈ G2,

où f ∗(x,g2) = f (x,ψ(g10,g2)).
La consistance dêθn implique que

I1(θ0)
√

n(θ̂n−θ0) =
1√
n
U(θ0)+oP(1), (3)

donc √
n(θ̂n−θ0) = I−1

1 (θ0)
1√
n
U(θ0)+oP(1). (4)

Ce résultat implique que

2(lnL(X, θ̂n)− lnL(X,θ0)) =
√

n(θ̂n−θ0)T I1(θ0)
√

n(θ̂n−θ0)+oP(1)

=
1√
n
UT(θ0)I−1

1 (θ0)I1(θ0)I−1
1 (θ0)

1√
n
U(θ0)+oP(1)

=
1√
n
UT(θ0)I−1

1 (θ0)
1√
n
U(θ0)+oP(1). (5)

De même, notant
g̃2n = g̃2n(g10,X)

l’EMV de g2 sous notre modèle, on a

2(lnL∗(X, g̃2n)− lnL∗(X,g20))

=
1√
n
(U∗)T(g20)(I∗1)

−1(g20)
1√
n
U∗(g20)+oP(1). (6)

La fonction score est

U∗(g2) =
∂ lnL∗(g2)

g2
=

∂ lnL(ψ(g10,g2))
∂g2

=
∂ψ(g10,g2)

∂g2
U(ψ(g10,g2)) =

A(g0)U(ψ(g10,g2)), (7)

où

A(g10,g2) =
∂ψ(g10,g2)

∂g2
.

En particulier,
U∗(g20) = A(g0)U(θ0), (8)
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La matrice d’information de Fisher eng20 est

I∗1(g20) = Eθ0
U∗(g20)(U∗)T(g20) =

A(g0)Eθ0
U(θ0)UT(θ0)A(g0)T = A(g0)I1(θ0)A(g0)T . (9)

Les égalités (7) et (9) impliquent

2(lnL(X, θ̂n)− lnL∗(X, g̃2n)) =

1√
n
UT(θ0){I−1

1 (θ0)−AT(g0)(I∗1)
−1(g20)A(g0)} 1√

n
U(θ0). (10)

La convergence
1√
n
U(θ0)

d→ Z∼ N(0, I1(θ0))

implique que

2(lnL(X, θ̂n)− lnL∗(X, g̃2n))
d→ ZT{I−1

1 −AT(I∗1)
−1A}Z. (11)

La v.a. limite est une forme quadratique des v.a. normales. On va utiliser le résultat (voir)
qui dit que si

Y ∼ N(0,Σ)etBΣB = B, tr(BΣ) = k,

alorsYTBY∼ χ2
k. Dans notre cas

(I−1
1 −AT(I∗1)

−1A)I1(I−1
1 −AT(I∗1)

−1A) =

I−1
1 −AT(I∗1)

−1A−AT(I∗1)
−1A

+AT(I∗1)
−1AI1AT(I∗1)

−1A = I−1
1 −AT(I∗1)

−1A, (12)

carAI1AT = I∗1. Le rang
tr((I−1

1 −AT(I∗1)
−1A)I1) =

tr(Em−AT(I∗1)
−1AI1) = m− tr((I∗1)

−1AI1AT) = m− tr(Em−k) = k. (13)

D’où le résultat du théorème.

Corollaire. Sous les hypothèses du théorème

UT(ψ(g10, g̃2n))Î
−1
n (ψ(g10, g̃2n))U(ψ(g10, g̃2n))

d→ χ2
k. (14)

Démonstration.Notons que

1√
n
U(ψ(g10, g̃2n)) =

1√
n
U(ψ(g10,g20))+oP(1) =

1√
n
U(θ0)+oP(1), (15)

nÎ
−1
n (ψ(g10, g̃2n)) = nI−1

n (ψ(g10, g̃2n))+oP(1)

= I−1
1 (ψ(g10, g̃2n))+oP(1) = I−1

1 (θ0)+oP(1). (16)
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L’égalitéU∗(g̃2n) = 0, les égalités (15) et (16) impliquent

UT(ψ(g10, g̃2n))Î
−1
n (ψ(g10, g̃2n))U(ψ(g10, g̃2n))

=
1√
n
UT(ψ(g10, g̃2n))I−1

1 (ψ(g10, g̃2n))
1√
n
U(ψ(g10, g̃2n))−

1√
n
U∗T(g̃2n)(I∗1)

−1(g̃2n)
1√
n
U∗(g̃2n)+oP(1) =

1√
n
UT(ψ(g10, g̃2n)){I−1

1 (ψ(g10, g̃2n))−

AT(g̃2n)(I∗1)
−1(g̃2n)A(g̃2n)} 1√

n
U(ψ(g10, g̃2n))+oP(1) =

1√
n
UT(θ0){I−1

1 (θ0)−AT(g0)(I∗1)
−1(g20)A(g0)} 1√

n
U(θ0)+oP(1) d→ χ2

k.

Le cas particulier important est, quand

g1(θ) = θ(1) = (θl1, . . . ,θlk) etg2(θ) = θ(2) = (θs1, . . . ,θsm−k)

où (l1, . . . lk,s1, . . .sm−k) est une permutation de(1, . . . ,m),

1≤ l1≤ . . .≤ lk ≤m, 1≤ s1≤ . . .≤ sm−k ≤m.

. Dans ce cas

A =
[

∂θ
∂θ(2)

]
= [ai j ](m−k)×m,

où

ai j =
{

1, si (i, j) = (l ,sl ) (l = 1, . . . ,m−k),
0, sinon.

Notons que less1, . . . ,sm−k composantes deU(θ(1)
0 , θ̃(2)

n ) sont égales à zero, car

0 = U∗(θ̃(2)
n ) = AU(θ(1)

0 , θ̃(2)
n ) = (Us1(θ

(1)
0 , θ̃(2)

n ), . . . ,Usm−k(θ
(1)
0 , θ̃(2)

n ))T .

Posons
U l1,...,lk(θ

(1)
0 , θ̃(2)

n ) = (Ul1(θ
(1)
0 , θ̃(2)

n ), . . . ,Ulk(θ
(1)
0 , θ̃(2)

n ))T

etAi1...ik(θ
(1)
0 , θ̃(2)

n ) la sous-matrice de

Î
−1
n (θ(1)

0 , θ̃(2)
n )

étante sur intersection del1, . . . , lk-èmes lignes etl1, . . . , lk-èmes colognes. Donc

UT
l1,...,lk(θ

(1)
0 , θ̃(2)

n )Ai1...ik(θ
(1)
0 , θ̃(2)

n )UT
l1,...,lk(θ

(1)
0 , θ̃(2)

n ) d→ χ2
k.

21. Exemples et remarques

Exemple 1. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon lognormalleLN(µ,σ2),

Xi ∼ p(x;µ,σ2) =
1

xσ
√

2π
e−

1
2σ2 (lnx−µ)2

1]0,∞[(x), µ∈ R1, σ2 > 0.
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Remarqons quelnXi suit une loi normaleN(µ,σ2). On peut montrer que

a1 = EX1 = eµ+σ2/2, a2 = EX2
1 = e2µ+2σ2

.

D’après la méthode des moments pour estimerµ et σ2 il faut résoudre le système
{

eµ+σ2/2 = X̄n = α1,

e2µ+2σ2
= 1

n ∑n
i=1X2

i = α2,

ce qui est équivalent à {
µ+σ2/2 = lnα1,
µ+2σ2 = lnα2,

d’où on trouve les estimateursσ̃2
n et µ̃n :

σ̃2
n = lnα2− lnα2

1 = ln

(
s2
n

X̄2
n

+1

)
, µ̃n = ln

X̄2
n√

s2
n + X̄2

n

,

où

s2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

est la variance de la loi empirique.
Exemple 2. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ p(x;θ) =
1
θ

√
2
π

exp{− x2

2θ2}1]0,∞[(x), x∈ R1, θ ∈Θ =]0,∞[.

On peut montrer que

EX1 = θ
√

2
π
, EX2

1 = θ2, Var X2
1 = θ2π−2

π
.

Pour estimerθ par la méthode des moments on considère l’équation

θ
√

2
π

= X̄n,

d’où on obtient l’estimateur

θ̃n =
√

π
2

X̄n.

Il est claire queEθ̃n = θ, i.e. θ̃n est un estimateur sans biais pourθ, et comme

Var X̄n =
θ2

n

(
1− 2

π

)
,

on en tire que

Var θ̃n =
π
2

Var X̄n =
θ2

n

(π
2
−1

)
=

θ2

n
π−2

2
=

π−2
In(θ)

>
1

In(θ)
,
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où

In(θ) =
2n
θ2 =−nE

∂2

∂θ2 ln p(X1;θ) = nE
(

3
θ4X2

1 −
1
θ2

)
=

2n
θ2

est l’information de Fisher surθ dansX. De la dernière inégalité on voit bien que l’estima-
teur θ̃n n’est pas éfficace.

Remarque 1. Du théorème limite central il suit que la suite des variables aléatoires

√
n(θ̃n−θ)

θ
√

π−2
2

=

√
n(X̄n−

√
2
πθ)

θ
√

1− 2
π

, n = 1,2, ...

est asymptotiquement normaleN(0,1), quandn→ ∞, i.e. pour les grandes valeurs den

P




√

n(θ̃n−θ)

θ
√

π−2
π

≤ x



≈Φ(x), x∈ R1.

Du théorème de Slutsky on tire que les variables aléatoires
√

n(θ̃n−θ)

θ̃n

√
π−2

2

sont asymptotiquement normalesN(0,1) aussi, i.e.

P




√

n(θ̃n−θ)

θ̃n

√
π−2

2

≤ x



≈Φ(x), x∈ R1,

si les valeurs den sont assez grandes.
Nous pouvons utiliser ce résultat pour estimerθ par intervalle, puisque

P



−x̄α/2≤

√
n(θ̃n−θ)

θ̃n

√
π−2

2

≤ x̄α/2



≈ 1−α,

où x̄α/2 est le quantile supérieur de niveauα/2 pour la loi standard normale,0 < α < 0.5,
d’où on tire que

P

{
−x̄α/2

√
π−2
2n

≤
(

1− θ
θ̃n

)
≤ x̄α/2

√
π−2
2n

}
≈ 1−α

et donc

P

{
θ̃n

(
1− x̄α/2

√
π−2
2n

)
≤ θ≤ θ̃n

(
1+ x̄α/2

√
π−2
2n

)}
≈ 1−α,

si n est assez grand.
Exemple 3.SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ f (x;θ) =
1
θ

1[0,θ](x), θ ∈Θ =]0,∞[,
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i.e.Xi suit la loi uniforme sur[0,θ]. Dans ce cas la fonction de vraisemblance est

L(θ) = L(X;θ) =
n

∏
j=1

1
θ

1[0,θ](Xj) =
1
θn1[0,θ](X(n)),

puisqueP{0≤ X(1) ≤ X(n) ≤ θ} = 1, d’où on tire queX(n) est une statistique exhaustive
minimale. Il est évident quêθn = X(n).

Donc, pour estimerθ, nous pouvons utiliser la statistiqueθ̂n = X(n) comme estimateur
ponctuel.

Par ailleurs, commeEXi = θ/2 on en déduit que la statistique

θ∗n = 2X̄n =
2
n

n

∑
i=1

Xi

peut être considérée comme un autre estimateur sans biais deθ, puisque

Eθθ∗n = θ.

On va comparer les deux estimateursθ̂n et θ∗n. CommeVarXi = θ2/12, il s’ensuit que

Varθ∗n = Var

(
2
n

n

∑
i=1

Xi

)
=

4
n2

n

∑
i=1

VarXi =
θ2

3n
= O

(
1
n

)
→ 0, (n→ ∞),

et donc du critère de consistance on tire que{θ∗n} converge en probabilité versθ, i.e.{θ∗n}
est une suite consistante d’estimateurs sans biais deθ. De plus d’après le théorème central
limite on obtient que pour toutx∈ R1

Pθ

{
θ∗n−Eθ∗n√

Varθ∗n
≤ x

}
= Pθ

{√
3n(θ∗n−θ)

θ
≤ x

}
→Φ(x), n→ ∞, (1)

i.e.{θ∗n} est une suite d’estimateurs asymptotiquement normale de paramètresθ et θ/
√

3n.
Étudions maintenant la statistiqueθ̂n = X(n), qui est l’estimateur de maximum de vrai-

semblance deθ. Tout d’abord, on remarque que

Pθ{0≤ X(n) ≤ θ}= 1, θ > 0.

Pour toutt ∈ [0,θ] on a

Pθ{X(n) ≤ t}= Pθ{X1≤ t, ...,Xn≤ t}=
( t

θ

)n
= G(t;θ), (2)

la densitég(t;θ) = G′(t,θ) deX(n) est donc donnée par :

g(t;θ) = G′(t;θ) =
n
θ

( t
θ

)n−1
1[0,θ](t),

d’où on tire que

EθX(n) = Eθθ̂n =
n
θ

θ∫

0

t
( t

θ

)n−1
dt =

n
n+1

θ,
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EθX2
(n) =

n
θ

θ∫

0

t2
( t

θ

)n−1
dt =

n
n+2

θ2,

donc

VarθX(n) =
n

n+2
θ2− n2

(n+1)2θ2 =

n
(n+2)(n+1)2θ2 = O

(
1
n2

)
→ 0, n→ ∞.

On remarque que{θ̂n} est une suite consistante d’estimateurs asymptotiquement sans biais
du paramètreθ, car pour toutn∈ N∗ le biaisbn(θ) de l’estimateur̂θn est

bn(θ) = Eθ(θ̂n−θ) =
n

n+1
θ−θ =− θ

n+1
→ 0 (n→ ∞).

Le risque quadratiqueR(θ̂n,θ) de θ̂n est égal à

R(θ̂n,θ) = Var θ̂n +bn(θ)2 =
2θ2

(n+1)(n+2)
.

Soit

θ∗∗n =
n+1

n
θ̂n, n∈ N.

Comme

Eθθ∗∗n = θ etVarθθ∗∗n =
(n+1)2

n2 Varθθ̂n =
θ2

n(n+2)
= O

(
1
n2

)
,

on voit que{θ∗∗n } est une suite consistante d’estimateurs sans biais du paramètreθ.
Pour trouver la loi limite deX(n) = θ̂n on remarque que pour les grandes valeurs den,

VarX(n) ³ θ2

n2 et donc pour toutx > 0

Pθ

{
0≤ θ−X(n)

θ/n
≤ x

}
= Pθ

{
X(n) ≥ θ

(
1− x

n

)}
=

1−Pθ

{
X(n) ≤ θ

(
1− x

n

)}
= 1−

(
1− x

n

)n
→ 1−e−x, (n→ ∞). (3)

Choisissons un coefficient de confianceP = 1−α, où 0 < α < 0.5, et donc0.5 < P < 1,
et, en utilisant (1) et (3), trouvons les deux quantilesx̄α

2
etyα tels que :

Pθ

{
| θ∗n−θ |≤

x̄α
2
θ

√
3n

}
≈ 1−2Φ(−x̄α

2
) = P = 1−α,

Pθ

{
θ̂n≤ θ≤ θ̂n(

1− yα
n

)
}
≈ 1−e−yα = P = 1−α.

On a donc construit 2 intervalles de confiance de niveaux de confiance≈ P = 1−α pour la
valeur inconnueθ, basés sur les estimateursθ∗n et θ̂n :

θ∗n

(
1+

x̄α
2√
3n

)−1

≤ θ≤ θ∗n

(
1−

x̄α
2√
3n

)−1
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et

θ̂n≤ θ≤ θ̂n

(
1− yα

n

)−1

de longueurs
l∗n = l(θ∗n)≈ 2θ∗nx̄α

2
/
√

3n et l̂n = l(θ̂n)≈ θ̂nyα/n

respectivement, d’où on tire que

l∗n
l̂n
≈√n

2x̄α
2√

3yα
(n→ ∞),

carθ∗n/θ̂n est très proche de 1 avec une grande probabilité. Par exemple, siα = 0.05, soit
P = 0.95, on ax̄α

2
= 1.96, yα = 2.99et dans ce cas

l∗n
l̂n
≈ 0.76

√
n.

Remarque 2. On voit que

R(θ∗n,θ) = Varθ∗n =
θ2

3n
, R(θ̂n,θ) =

2θ2

(n+1)(n+2)
,

R(θ∗∗n ,θ) = Varθ∗∗n =
θ2

n(n+2)
,

d’où on tire queθ∗n et θ̂n sont des estimateurs inadmissibles pourθ par rapport à la fonction
de perte quadratique, puisque

R(θ∗∗n ,θ) < R(θ∗n,θ), θ ∈Θ,

et pour toutn≥ 2
R(θ∗∗n ,θ) < R(θ̂n,θ), θ ∈Θ.

Exemple 4.Changeons un peu le problème. Supposons que dans les conditions de l’exemple
1 on ait :

f (x;θ) =
1
θ

1]0,θ[(x), θ > 0,

i.e.Xi suit la loi uniforme sur]0,θ[. Alors,

L(θ) =
n

∏
j=1

1
θn1]0,θ[(Xj) =

1
θn1]0,θ[(X(n)), θ ∈Θ =]0,∞[.

Donc,X(n) est une statistique exhaustive, maisL(θ) n’a pas de maximum et donc, il n’existe
pas de l’estimateur du maximum de vraisemblance pourθ.

On sait d’après la définition d’un estimateur,θ∗n : Rn → Θ, qu’il faut qu’il prenne ces
valeurs dansΘ, mais iciX(n) n’appartient pas àΘ (X(n) est toujour plus petit queθ) ; par
conséquent dans cet exemple l’estimateur de maximum de vraisemblance n’existe pas. On
peut choisirθ très proche deX(n), mais pas égal àX(n).
Exemple 5.Donnons maintenant un exemple de non unicité de l’estimateur de maximum
de vraisemblance lié avec une loi uniforme.
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SoitX= (X1, ...,Xn)T,

H0 : Xi ∼ f (x;θ) = 1[θ,θ+1](x), θ ∈Θ = R1.

La fonction de vraisemblance est

L(θ) = 1[θ,θ+1](X(1))1[θ,θ+1](X(n)) = 1[X(n)−1,X(1)], θ ∈Θ = R1.

et doncT = (X(1),X(n))T est une statistique exhaustive minimale. On remarque queT ∈R2,
tandis queθ ∈ Θ = R1. N’importe quelθ dans l’intervalle[X(n)− 1,X(1)] ⊂ Θ peut-être
considéré comme estimateur de maximum de vraisemblance ; en particulier

θ̂1 = X(1) ou θ̂2 = X(n)−1.

On note que nîθ1 ni θ̂2 ne sont des statistiques exhaustives, mais ce sont des statistiques
nécessaires.

On remarque que c’est justement en ces deux points

θ̂1 = X(1) et θ̂2 = X(n)−1,

queL(θ) a des ruptures (des sauts). Pour construire estimateur sans biais pourθ on peut
prendre, par exemple, la statistique

θ∗n =
1
2
(θ̂1 + θ̂2) =

X(1) +X(n)−1

2
, Eθ∗n = θ. (4)

On peut montrer que

Varθ∗n =
1

2(n+1)(n+2)
.

Remarque 3.En présence d’une statistique exhaustiveT pourθ l’estimateur de maximum
de vraisemblancêθn = θ̂n(T) est donc une statistique nécessaire.
Remarque 4.Soit X = (X1,X2, . . . ,Xn)T un échantillon, dont la réalisation observée est
x = (x1,x2, . . . ,xn)T. Notre problème est de construire une loi empirique, en utilisant le
vecteur des donnéesx et le principe du maximum de vraisemblance. Comme les éléments
Xi de l’échantillonX sont indépendants, on peut écrire que

{X1 = x1,X2 = x2, . . . ,Xn = xn}=
n⋂

i=1

{Xi = xi},

donc

P{X1 = x1,X2 = x2, . . . ,Xn = xn}= P

[
n⋂

i=1

{Xi = xi}
]

=
n

∏
i=1

P{Xi = xi}.

Pour construire une loi empirique il faut choisir les probabilités

pi = P{Xi = xi} ≥ 0, i = 1,2, . . . ,n,

telles que
p1 + p2 + . . .+ pn = 1, pi ≥ 0.
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Le principe du maximum de vraisemlance nous dit qu’il faut choisir lespi de façon que le
produit

n

∏
i=1

pi

soit maximal. Comme

(
n

∏
i=1

pi

)1/n

≤ 1
n

n

∑
i=1

pi et
n

∑
i=1

pi ≤ 1,

on en déduit que

(
n

∏
i=1

pi

)1/n

≤ 1
n
,

et donc

n

∏
i=1

pi ≤
(

1
n

)n

,

d’où on trouve que notre solution est

p1 = p2 = . . . = pn =
1
n
,

et c’est donc la loi empirique classique qui donne la meilleure solution au sens du principe
de maximum de vraisemblance.

Remarque 5.(Principe d’invariance de l’estimateur de maximum de vraisemblance).
Soit θ̂n l’estimateur de maximum de vraisemblance deθ, θ ∈ ΘΘΘ ⊂ Rn. Supposons que

nous voulions estimer la valeurg(θ) d’une applicationg : ΘΘΘ→G⊂ R1. Dans ce cas

ĝ = g(θ̂n) (5)

est l’estimateur de maximum de vraisemblance pourg(θ) .
Par exemple, si

s2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

est l’estimateur du maximum de vraisemblance pour la varianceσ2 de la loi normale
N(µ,σ2), quandµ et σ2 sont inconnus, alors

sn =

√
1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2

est l’estimateur de maximum de vraisemblance pourσ.
Pour démontrer (29), notons

ΘΘΘg = {θ : θ ∈ΘΘΘ, g(θ) = g}, g∈G,
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i.e.ΘΘΘg est l’orbite de l’applicationg(θ), correspondant à une valeurg deg(θ). Il est évident
que{ΘΘΘg} est une partition deΘΘΘ,

⋃

g∈G

ΘΘΘg = ΘΘΘ, ΘΘΘg′ ∩ΘΘΘg = /0.

Soit
Lg = sup

θ∈ΘΘΘg

L(θ), g∈G.

Il est évident que
L(θ̂n) = sup

θ∈ΘΘΘ
L(θ) = sup

g∈G
sup

θ∈ΘΘΘg

L(θ) = sup
g∈G

Lg.

Choisissons
ĝ = g(θ̂n), ĝ∈G,

et considérons l’orbiteΘΘΘĝ, θ̂n ∈ΘΘΘĝ.
Comme pour toutg∈G

sup
g∈G

Lg≥ Lg

et, en particulier,
sup
g∈G

Lg≥ Lĝ = sup
θ∈ΘΘΘĝ

L(θ) = L(θ̂n),

on en tire queL(θ̂n) = Lĝ, et donc (29) est démontrée.
Exemple 5. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon

Xi ∼ f (xi ;θ) = θxi(1−θ)1−xi , xi ∈ X = {0,1}, 0 < θ < 1.

Supposons que nous voulions estimerg(θ) = 1/θ. Kolmogorov a montré que parmi les
fonctions deθ, seuls les polynômes

um(θ) =
m

∑
k=1

akθk, θ ∈Θ =]0,1[, 1≤m≤ n,

de degrém≤ n, sont estimables, c’est-à-dire peuvent être estimés à l’aide d’estimateurs

sans biais en termes de la statistique exhaustiveµn =
n
∑

i=1
Xi . Commeg(θ) = 1/θ n’est pas

un polynome, il n’existe pas d’estimateur sans biais pour1/θ. Mais comme l’estimateur de
maximum de vraisemblancêθn = µn/n existe pourθ, du principe du maximum de vraisem-
blance on tire que

Tn = g(θ̂n) =
n
µn

est l’estimateur de maximum de vraisemblance pour1/θ. On remarque queEθTn n’existe
pas puisque

Pθ{µn = 0}= (1−θ)n > 0.

Par ailleurs, comme nous estimonsg(θ) = 1/θ, la borne inférieure dans l’inégalité de Rao-
Cramer-Fréchet est égale à

[g′(θ)]
In(θ)

=
θ(1−θ)

θ4n
=

1−θ
nθ3 ,
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et donc

Tn∼ AN

(
1
θ
,
1−θ
nθ3

)
,

i.e. pour toutx∈ R1

Pθ





√
nθ3

1−θ

(
n
µn
− 1

θ

)
≤ x



→Φ(x).

Exemple 6. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon normale,

Xi ∼ N(θ,θ), θ ∈Θ =]0,∞[.

Considérons le problème d’estimation du paramètreθ dans ce modèle. On remarque que

θ = EXi = Var Xi .

Dans ce cas la fonction de vraisemblance est

L(θ) = L(X,θ) =
1

(2πθ)n/2

n

∏
i=1

exp

{
− 1

2θ
(Xi−θ)2

}
=

1

(2πθ)n/2
exp

{
− 1

2θ

n

∑
i=1

X2
i +

n

∑
i=1

Xi− nθ
2

}
=

1

(2πθ)n/2
exp

{
− 1

2θ

n

∑
i=1

X2
i −

nθ
2

}
exp{

n

∑
i=1

Xi},

d’où on tire que la statistique

Tn =
n

∑
i=1

X2
i

est exhaustive et minimale pourθ. Il est intéressant de noter que la statistique

n

∑
i=1

Xi = nX̄n

n’est pas une statistique exhaustive dans notre problème ! PuisqueL(θ) > 0 pour toutθ∈Θ
et

lim
θ↓0

L(θ) = lim
θ→∞

L(θ) = 0,

on en tire que l’estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂n deθ est la racine positive de
l’équation du maximum de vraisemblanceΛ(θ) = 0, où

Λ(θ) =
∂

∂θ
lnL(θ) =− n

2θ
+

Tn

2θ2 −
n
2
.

Donc θ̂n est la racine positive de l’équation

θ2 +θ− 1
n

Tn = 0,
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i.e.

θ̂n =−1
2

+

√
1
4

+
1
n

Tn.

Il est facile de vérifier que{θ̂n} P→ θ. En effet, d’après la loi des grands nombres

1
n

Tn
P→ EθX2

1 = Var θX1 +(EθX1)2 = θ+θ2,

d’où, en utilisant le théorème de Slutsky, on tire que

θ̂n
P→−1

2
+

√
1
4

+θ+θ2 =−1
2

+
1
2

+θ = θ.

Remarque 6.SoitX= (X1,X2, . . . ,Xn)T un échantillon,Xi suit la loi, dont la densitéf (x;θ)
appartient à la familleF = { f (x;θ)}, où

f (x;θ) = h(x)exp

{
n

∑
k=1

θkx
k +V(θ)

}
, x∈ X , (2.7)

θ = (θ1,θ2, . . . ,θs)T ∈ Θ ⊂ Rs, X est un ensemble borelien enR1. La famille (6) est tres
riche. Par exemple, la famille des disributions normalesN(µ,σ2), θ = (µ,σ2)T, appartient à
F , la famille des distributions de Poisson appartient àF aussi etc. Comme il est connu la
statistique

Un =

(
n

∑
i=1

Xi ,
n

∑
i=1

X2
i , . . . ,

n

∑
i=1

Xs
i

)T

est exhaustive pour la famille (6).
Supposons que
1) l’ensembleX ne dépend pas de paramètreθ ;
2) la matrice de Hessen

−
∥∥∥∥

∂2

∂θi∂θ j
V(θ)

∥∥∥∥
s×s

de la fonctionV(θ) est positivement définie surΘ ;
3) il existe le momentas = EθXs

1.
Dans ce cas

−gradV(θ) = a(θ) = (a1(θ),a2(θ), . . . ,as(θ))T ,

et donc la statistiqueT =
1
n
Un est le meilleur estimateur sans biais poura(θ), i.e.

EθTn = a(θ),

ce qui nous permet d’estimerθ (trouver l’estimateurθ∗n par la méthode des moments de
façon unique de l’équationTn = a(θ) dans les termes de la statistique exhaustiveUn).
De l’autre coté les conditions 1)–3) sont suffisantes (voir, par exemple, Zacks, 1971) pour
l’existence de l’estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂n :

L(θ̂) = sup
θ∈Θ

L(θ), où L(θ) =
n

∏
i=1

f (Xi ,θ),
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et pour la famille (6) l’estimateur̂θn est la racine unique de la même équationTn = a(θ),
et donc de ce fait on tire que pour la famille exponentielle (6) la méthode du maximum
de vraisemblance et la méthode des moments donnent le même estimateurθ∗n = θ̂n pour le
paramètreθ.
Exemple 7. Soit X = (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,Xi suit la loi normaleN(µ,σ2), θ =
(µ,σ2)T. Dans ce cas la statistique

θ̂n =
(
X̄n,s

2
n

)T

est l’estimateur du maximum de vraisemblance pourθ et elle-même nous donne l’estima-
teur par la méthode des moments.

Exemple 8. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,Xi suit la loi de Poisson de paramètre
θ, θ ∈Θ =]−∞,+∞[ :

Pθ{Xi = k}=
θk

k!
e−θ, k = 0,1,2, . . . .

Dans ce cas la statistique
n
∑

i=1
Xi est exhaustive pour le paramètreθ et donc la moyennēXn

de la loi empirique est le meilleur estimateur sans biais pourθ et en même temps̄Xn est
l’estimateur du maximum de vraisemblance pourθ.

Exemple 9. On an expériences indépendantes de Bernoulli avec trois états possibles
E1,E2,E3, E1

⋃
E2

⋃
E3 = Ω, Ei

⋂
E j = /0, dont les probabilités sont





P(E1) = p1(θ) = θ,
P(E2) = p2(θ) = 2θ,
P(E3) = p3(θ) = 1−3θ,

où0 < θ < 1/3. Trouver l’estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂n pourθ.
Solution. Soit ν = (ν1,ν2,ν3)T le vecteur des fréquences observées,n = ν1 + ν2 + ν3 - le
nombre des épreuves. Comme la distribution du vecteurν est trinomiale des paramètresn
etp = (p1, p2, p3)T , pi = pi(θ), la fonction de vraisemblanceL(θ) est

L(θ) =
n!

ν1!ν2!ν3!
pν1

1 pν2
2 pν3

3 =
n!

ν1!ν2!ν3!
θν1(2θ)ν2(1−3θ)ν3, (7)

et donc
lnL(θ) = const+(ν1 +ν2) lnθ+ν3 ln(1−3θ).

Par conséquent l’équation de vraisemblance

Λ(θ) =
d lnL(θ)

dθ
= 0 (8)

s’écrit de la façon suivante :

Λ(θ) =
d lnL(θ)

dθ
=

ν1 +ν2

θ
− 3ν3

1−3θ
= 0,

d’où l’on tire l’équation
ν1 +ν2

θ
=

3ν3

1−3θ
,
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dont la racinêθn est

θ̂n =
ν1 +ν2

3n
.

On a trouvé l’estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂ et donc




p̂1 = p1(θ̂n) = θ̂n,

p̂2 = p2(θ̂n) = 2θ̂n,

p̂3 = p3(θ̂n) = 1−3θ̂n,

sont les estimateurs du maximum de vraisemblance depi(θ), i = 1,2,3.
En généralpi = pi(θ) sont des fonctions deθ plus compliqées et dans ce cas l’équation de
vraisemblance (8) n’est pas si facile à résoudre. Par exemple, dans notre cas, que l’on vient
de considérer, on a

Λ(θ) =
d lnL(θ)

dθ
= ν1

p′1(θ)
p1(θ)

+ν2
p′2(θ)
p2(θ)

+ν3
p′3(θ)
p3(θ)

= 0. (9)

Comme
p1(θ)+ p2(θ)+ p3(θ)≡ 1,

on a
p′1(θ)+ p′2(θ)+ p′3(θ)≡ 0 et p′′1(θ)+ p′′2(θ)+ p′′3(θ)≡ 0,

et de (1) on tire que
d2

dθ2 lnL(θ) =

ν1

[
p′′1(θ)
p1(θ)

−
(

p′1(θ)
p1(θ)

)2
]

+ν2

[
p′′2(θ)
p2(θ)

−
(

p′2(θ)
p2(θ)

)2
]

+ν3

[
p′′3(θ)
p3(θ)

−
(

p′3(θ)
p3(θ)

)2
]

.

Pour trouver une bonne aproximation de la racineθ̂n de l’équation (9), nous pouvons appli-
quer la procédure suivante (the scoring methodof Fisher). Soit

p̂i =
νi

n
, i = 1,2,3, (10)

les estimateurs de maximum de vraisemblance pour des probabilitéspi(θ). Parmi ces trois
équationspi(θ) = p̂i (par rapport àθ) on choisit la plus simple d’où l’on tire la solution
θ̂0n, que l’on peut prendre comme approximation initiale pour l’estimateur du maximum de
vraisemblancêθn. Comme dans notre cas l’information de Fisher

In(θ) =−E
{

d2

dθ2 lnL(θ)
}

est égale à

In(θ) = n

[
(p′1(θ))2

p1(θ)
+

(p′2(θ))2

p2(θ)
+

(
p′3(θ)

)2

p3(θ)

]
,

on trouve une nouvelle approximationθ̂1n, qui est donnée par la formule suivante :

θ̂1n = θ̂0n +
1

In(θ̂0n)
d lnL(θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θ̂0n

. (11)

148



On peut montrer que l’estimateurθ̂1n est asymptotiquement équivalent à l’estimateur du
maximum de vraisemblancêθn, c’est-à-dire sin→ ∞, alors

√
In(θ)

(
θ̂1n−θ

)

suit dans la limite la loi normale de paramètre0 et1,

lim
n→∞

{√
In(θ)

(
θ̂1n−θ

)
< x

}
= Φ(x).

Par exemple, soitp = (p1, p2, p3, p4)T , où




p1 = p1(θ) = 2θ,
p2 = p2(θ) = 0.5−4θ,
p3 = p3(θ) = 0.5+θ,
p4 = p4(θ) = θ.

Il est clair que0≤ θ≤ 1/8. Comme la fonction de vraisemblanceL(θ) est égale à

L(θ) =
n!

ν1!ν2!ν3!ν4!
pν1

1 pν2
2 pν3

3 pν4
4 =

n!
ν1!ν2!ν3!ν4!

(2θ)ν1(0.5−4θ)ν2(0.5+θ)ν3θν4 =

n!2ν1

ν1!ν2!ν3!ν4!
θν1+ν4(0.5−4θ)ν2(0.5+θ)ν3

et donc on trouve que la statistiqueT = (ν1 + ν4,ν2,ν3)T est exaustive pour le paramètre
θ. Supposons quen = 1000et que l’on ait observé

ν1 = 195, ν2 = 110, ν3 = 590, ν4 = 105.

Notons

q1 = p1 + p4, q2 = p2, q3 = p3 etµ1 = ν1 +ν4, µ2 = ν2, µ3 = ν3.

Avec ces notations la fonction de vraisemblanceL(θ) peut s’écrire de la manière suivante :

L(θ) = const(3θ)µ1(0.5−4θ)µ2(0.5+θ)µ3,

d’où l’on déduit

lnL(θ) = ln(const)+µ1 lnθ+µ2 ln(0.5−4θ)+µ3 ln(0.5+θ),

d lnL(θ)
dθ

=
µ1

θ
− 4µ2

0.5−4θ
+

µ3

0.5+θ
et donc on obtient l’équation du maximum de vraisemblance

µ1(0.5−4θ)(0.5+θ)−4µ2θ(0.5+θ)+µ3θ(0.5−4θ) = 0,

qui est équivalente à la suivante :

160θ2 +15θ−3 = 0,
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dont les solutionsθ1 et θ2 sont données par les formules suivantes :

θ1 =
−15+

√
225+160∗12
320

et θ1 =
−15−√225+160∗12

320
.

Comme0 < θ < 1/8, on en déduit que l’estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂n est
égale àθ1 et donc on obtient que

θ̂n = θ1 =
−15+46.31

320
∼= 0.0978.

Comme
d2

dθ2 lnL(θ) =−µ1

θ2 −
16µ2

(0.5−4θ)2 −
µ3

(0.5+θ)2 ,

etEµi = nqi , on trouve que

In(θ) =−E
{

d2

dθ2 lnL(θ)
}

= n

[
3θ
θ2 +

16
0.5−4θ

+
1

0.5+θ

]
=

n

[
3
θ

+
32

1−8θ
+

2
1+2θ

]
.

Comme on l’a déjà noté la variable aléatoire

θ̂n−θ√
1

In(θ)

=
√

In(θ)(θ̂n−θ)

suit à la limite quandn→ ∞ la loi normaleN(0,1). Du théorème de Cramer on déduit que

θ̂n−θ√
1

In(θ̂n)

=
√

In(θ̂n)(θ̂n−θ)

suit aussi à la limite la loi normaleN(0,1).
Nous pouvons aussi utiliser le scoring méthode de Fisher pour trouver un estimateur de

θ. Si on prend̂θ0
∼= 0.1 comme approximation initiale, on trouve

In(θ̂0) =
1150000

6

et donc en utilisant la formule (35)

θ̂1n = θ̂0 +
1

In(θ̂0)
d lnL(θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θ̂0

,

on trouve que

θ̂1n = 0.1+
6

1150000

[
300− 440

0.1
+

590
0.6

]
= 0.1−0.0022= 0.0978= θ̂n.

Admettons que quelqu’un supposeθ = 0.11. Avec quelle certitude peut-on affirmer
d’après les données observées queθ = 0.11?
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Comme nous le savons

P
{√

In(θ̂n)|θ̂n−θ|> 0.0121
√

In(θ̂n)
}
∼= 2

[
1−Φ

(
0.0121

√
In(θ̂n)

)]
=

2[1−Φ(5.297)] = 5·10−7,

ce qui nous permet d’affirmer l’invraisemblance queθ = 0.11.

2.19 Decomposition orthogonale de Fisher

Supposons que les résultas d’une expérience soient présentés par la matrice

A = ‖ai j‖, i ∈ I = {1, . . . , I}; j ∈ J = {1, . . . ,J}.
Les valeurs observéesai j nous pouvons considérer comme les valeursa(i, j) d’une

fonction a(·, ·), déterminée sur l’ensembleI ?J. On peut poser une question : est ce que
la fonctiona(·, ·) est constante,

a(i, j) = ai j = const= a.., (1)

ou peut-être c’est une fonction d’une variable, par exemplei,et qui prend les valeursai. :

a(i, j) = ai. = a.. +αi., (2)

où
αi. = ai.−a.., (3)

ou peut-être c’est une fonction présentée comme la somme de deux fonctions d’une variable
chacune

a(i, j) = ai j = ai. +a. j −a.. = a.. +αi. +α. j ,

avecα. j = (a. j−a..), ou peut-être c’est une fonction de deux variables avec uneinteraction
entre les argumentsi et j :

a(i, j) = ai j = a.. +αi. +α. j +αi j , (4)

où
αi j = ai j −ai.−a. j +a... (5)

Toutes ces questions sont importantes si nous voulons construire une approximation pour la
fonctiona(·, ·) et suivant l’information que nous avons nous pouvons proposer la meilleur
approximation dans un certain sense.

Nous pouvons toujours compter que nous avons une fonction qui est présentée par la
formule (’) et donc il nous faut faire le meilleur choix des constantes, en utilisant des don-
nées.

Si nous avons la fonction de deux variables, alors il se peut qu’il soit intéressant de
l’approximer par une fonction d’une variable ou par la somme de deux fonctions d’une
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variable chacune, avec ou sans interactions. On cherchera l’approximation dans le sens de
moindres carrés :

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(ai j −α)2→min. (6)

Le premier à avoir considéré ce problème en statistique est Sir R.Fisher qui a proposé de
choisir les constantes suivantes :

ai. =
1
J

J

∑
j=1

ai j , a. j =
1
I

I

∑
i=1

ai j , (7)

a.. =
1
IJ

I

∑
i=1

J

∑
j=1

ai j =
1
J

J

∑
j=1

a. j =
1
I

I

∑
i=1

ai.. (8)

Donc dans le cas où nous cherchons la meilleure approximation par la fonction d’une va-
riable, par exemple qui ne dépend que dei, d’après Fisher il faut choisirα = ai.. Si nous
cherchons une approximation par la somme de deux fonction d’une variable chacune sans
leurs interactions, alors il nous faut choisir

α = ai. +a. j −a.. = a.. +(ai.−a..)+(a. j −a..), (9)

etc. On fait ce problème de la même façon dans le cas continue. Par exemple, on peut
introduire

a.. =
1
IJ

I∫

0

J∫

0

a(i, j)did j, ai. =
1
I

J∫

0

a(i, j)d j, (10)

i ∈ I = [0, I ], j ∈ J = [0,J].
On peut généraliser les résultats de Fisher pour le cas de l’espace de plus haute dimen-

sion. Notons
[ai j ] = (a11,a12, ...,a1J,a21, ...,a2J, ...,aI1, ...,aIJ)T

le vecteur-colonne de dimensionIJ, [ai j ] ∈ RIJ, c’est-à-dire tous les éléments de la ma-
trice A sont présentés en forme d’un vecteur deRIJ, et soit[a..] le vecteur de même espace
RIJ, dont tous les éléments sont égaux àa... Nous pouvons dire que

[a..] = a..1IJ, où1IJ = (1,1, . . . ,1)T ∈ RIJ. (11)

Dans ce cas nous pouvons écrire que

[ai j ] = [a..]+ [ai j −a..], where [ai j −a..] = [ai j ]− [a..]. (12)

Soit L1 est le sousespace linéaire engendré par le vecteur[a..],L1 ⊂ RIJ. Par les calcules
directes on peut montrer, en utilisant les formules (6) et (7), que les vecteurs[a..] et [ai j −a..]
sont orthogonaux, c’est-à-dire

[a..]T [ai j −a..] = 0, (13)

et donc le vecteur[ai j −a..] ∈ LIJ−1 et le sousespace
LIJ−1 = RIJªL1

est ortogonale àL1,
RIJ = L1⊕LIJ−1, (14)
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et de cette façon on a montré que la fonctiona.. donne la meilleure (dans le sens (6))
approximation de notre fonctiona(i, j) par la constante.

Maintenant on considère le second problème : quelle fonction d’une variable, par exemple
i, donne la meilleure approximation pour[ai j −a..] ∈ LIJ−1. On a l’identité

[ai j −a..] = [ai.−a..]+ [ai j −ai.], (15)

d’où on déduit que si nous voulons construire une approximation qui ne dépend que dej,
par exemple, alors on revient de nouveau au problème précédent, car les vecteurs

[ai.−a..] = [ai.]− [a..] et [ai j −ai.] = [ai j ]− [ai.] (16)

sont orthogonaux :
[ai.−a..]T [ai j −ai.] = 0. (17)

On note que
[ai.] = (a1., ...,a1.,a2., ...,a2., ...,aI ., ...,aI .)T ∈ RIJ

and
[a. j ] = (a.1, ...,a.1,a.2, ...,a.2, ...,a.J, ...,a.J)T ∈ RIJ.

On remarque que
I

∑
i=1

(ai.−a..) = 0,
J

∑
j=1

(a. j −a..) = 0.

Puisque pour touti fixé, i ∈ I ,
J

∑
j=1

(ai j −ai.) = 0, (18)

où

ai. =
1
J

J

∑
j=1

ai j ,

on en déduit que

[ai.−a..] ∈ LI−1 et [ai j −ai.] ∈ LIJ−I = LI(J−1), (19)

et que les sousespacesLI−1 etLI(J−I) sont orthogonaux :

LI−1⊕LI(J−1) = LIJ−1, (20)

et que
L1⊕LI−1⊕LI(J−1) = RIJ (21)

Si nous avançons plus loin de la même façon on obtient sur le pas suivant l‘identité

[ai j −ai.] = [a. j −a..]+ [ai j −ai.−a. j +a..], (22)

où
[a. j −a..] ∈ LJ−1 (23)

et
[a. j −a..]T [ai j −ai.−a. j +a..] = 0. (24)
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Mais comme
[ai j −ai.−a. j +a..] ∈ LIJ−I−J+1 = L(I−1)(J−1), (25)

de (6), (9), (14)-(17) et (19) on déduit que

RIJ = L1⊕LI−1⊕LJ−1⊕L(I−1)(J−1), (26)

c’est-à-dire on a reçu la décomposition deRIJ en somme directe de quatre sousespaces
orthogonaux, et donc ladécomposition de Fishern’est que la projection du vecteur des
données[ai j ] ∈ RIJ sur ces sousespaces. De plus nous pouvons dire que ladécomposition
orthogonale de Fisher

[ai j ] = [a..]+ [ai.−a..]+ [a. j −a..]+ [ai j −ai.−a. j +a..], (i = 1, . . . , I ; j = 1, . . . ,J)

ne dépend que deIJ coefficients, et non pas de1+ I + J + IJ. En plus duThéorème de
Pythagoreon obtient l’identité suivante :

‖[ai j ]‖2 = ‖[a..]‖2 +‖[ai.−a..]‖2 +‖[a. j −a..]‖2 +‖[ai j −ai.−a. j +a..]‖2,

d’où on tirel’identité de Fisher:

I

∑
i=1

J

∑
j=1

a2
i j = IJa2

.. +J
I

∑
i=1

(ai.−a..)2 + I
J

∑
j=1

(a. j −a..)2 +
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(ai j −ai.−a. j +a..)2.

On utilise ce fait pour faire un analyse de variances.

2.20 Modèle d’analyse des variances à 2 facteurs.

Suposons que sous l’hypothèseH0 on a le modèle de régression d’après lequel
on aI ×J×K observation sont indépendantes

Yi jk = µ+αi +β j + γi j +δi jk ,

i = 1,2, ..., I ; j = I ,2, ...,J; k = 1,2, ...,K,

oùµ,αi ,β j ,γi j sont des constantes inconnues, et

δi jk ∼ N(0,σ2).

On noteY = (Y111, ...,YIJK)T le vecteur d’observation,Y ∈ RIJK. On suppose queI ≤ J.
Dans le cadre de ce modèle il faut estimer les paramètres suivants :

µ, α = (α1, ...,αI )T , β = (β1, ...,βJ)T , γ = ||γi j ||I×J and σ2.

On note

α. =
1
I

I

∑
i=1

αi , β. =
1
J

J

∑
j=1

β j ,

154



γi. =
1
J

J

∑
j=1

γi j , ( j = 1,2, ...,J); γ. j =
1
I

I

∑
i=1

γi j , ( j = 1,2, ...,J);

γ.. =
1
IJ

J

∑
j=1

I

∑
i=1

γi j .

On suppose sans perdre la gènèralitè que

α. = β. = γi. = γ. j = γ.. = 0, (i = 1,2, ..., I ; j = 1,2, ...,J).

Pour touti et pour toutj on note

Xi j = Yi j . =
1
K

K

∑
k=1

Yi jk = (1T1)−11TY i j ,

où
Y i j = (Yi j1, ...,Yi jK )T , 1 = 1K = (1,1, ...,1)T ∈ RK.

Notons
X = (X11, ...,XIJ)T , X ∈ RIJ,

oùXi j = Yi j ., (i = 1,2, ..., I ; j = 1,2, ...,J). Il est claire que sousH0

Xi j = µ+αi +β j + γi j +δi j ., δi j . ∼ N(0,
σ2

K
),

parce que
EYi jk = µ+αi +β j + γi j , k = 1,2, ...,K,

et donc sousH0 pour toutk fixè la fonction de vraisemblancepk(µ,α,β,γ,σ2) du vector
(Y11k, ...,YIJk)T est donnée par la formule suivante :

pk(µ,α,β,γ,σ2) =
1

(2πσ2)IJ/2
exp

{
−

J

∑
j=1

I

∑
i=1

(Yi jk −µ−αi−β j − γi j )2

2σ2

}
.

Puisque sousH0 les variablesδi jk sont indèpendantes et suivent la même loi normale
N(0,σ2) on en tire que la fonction de vraisemblance du vector d’observationsY est

L(µ,α,β,γ,σ2) =
1

(2πσ2)IJK/2
exp

{
−

J

∑
j=1

I

∑
i=1

K

∑
k=1

(Yi jk −µ−αi−β j − γi j )2

2σ2

}
=

1

(2πσ2)IJK/2
exp

{−SCint

2σ2

}
exp

{
−K
2σ2

J

∑
j=1

I

∑
i=1

(Xi j −µ−αi−β j − γi j )2

}
,

où

SCint =
J

∑
j=1

I

∑
i=1

K

∑
k=1

(Yi jk −Xi j )2 =
J

∑
j=1

I

∑
i=1

K

∑
k=1

(Yi jk −Yi j .)2.

On voit que la statistique(SCint ,X)T est exhaustive pour(µ,α,β,γ,σ2)T , et queSCint et
X = (X11, ...,XIJ)T sont indèpendantes. Il est èvident que sousHO

SCint

σ2 = χ2
(K−1)IJ et Xi j ∼ N(µ+αi +β j + γi j ;

σ2

K
).
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En utilisant la dècomposition orthogonale de Fisher on a

Xi j = X.. +(Xi.−X..)+(X. j −X..)+(Xi j −Xi.−X. j +X..)

et

‖X‖2 = ‖[Xi j ]‖2 = ‖[X..]‖2 +‖[Xi.−X..]‖2 +‖[X. j −X..]‖2 +‖[Xi j −Xi.−X. j +X..]‖2,

d’où on tirel’identité de Fisher Phytagore:

I

∑
i=1

J

∑
j=1

X2
i j = IJX2

.. +J
I

∑
i=1

(Xi.−X..)2 + I
J

∑
j=1

(X. j −X..)2 +
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.−X. j +X..)2.

Maintenant nous pouvons prèsenterL(µ,α,β,γ,σ2) par la façon suivante :

L(µ,α,β,γ,σ2) =
1

(2πσ2)IJK/2
exp

{−SCint

2σ2

}
×

exp

{
−K
2σ2

[
IJ(X..−µ)2 +J

I

∑
i=1

(Xi.−X..−αi)2 + I
J

∑
j=1

(X. j −X..−β j)2+

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.−X. j +X..− γi j )2

]}
,

d’où on obtient les meilleurs estimateurs sans biais (au sens du minimum de risk quadra-
tique) pourµ,αi ,β j ,γi j :

µ̂= X.., α̂i = Xi.−X.., β̂ j = X. j −X.., γ̂i j = Xi j −Xi.−X. j +X...

Pour estimerσ2 il faut utiliser la relation

SCint

σ2 = χ2
(K−1)IJ,

qui nous donne l’estimateur

σ̂2 =
1

IJ(K−1)
SCint =

1
IJ(K−1)

J

∑
j=1

I

∑
i=1

K

∑
k=1

(Yi jk −Xi j )2.

Comme nous avons dit nous avons construit MVUE’s (voir, Voinov and Nikulin (1996))
puisque

Eµ̂= EX.. = µ, Eα̂i = αi , Eβ̂ j = β j ,

Eγ̂i j = γi j , Eσ̂2 = σ2.

On considère ici les sommes de carrés suivantes :

SCentα = KJ
I

∑
i=1

(Xi.−X..)2, SCentβ = KI
J

∑
j=1

(X. j −X..)2,

SCinter = K
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.−X. j +X..)2.
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On note aussi

SCtot =
J

∑
j=1

I

∑
i=1

K

∑
k=1

(Yi jk −Y...)2 =
J

∑
j=1

I

∑
i=1

K

∑
k=1

(Yi jk −X..)2,

où

Y... = X.. =
1

IJK

J

∑
j=1

I

∑
i=1

K

∑
k=1

Yi jk .

Dans ce cas on a la relation suivante entre ces sommes de carrés :

SCtot = SCint +SCentα +SCentβ +SCinter.

On remarque que les statistiquesSCint , SCentα, SCentβ, SCinter sont indépendantes.
On considère les trois hypoths̀es suivantes :

H0α : α1 = α2 = ... = αI = 0,

H0β : β1 = β2 = ... = βJ = 0,

H0γ : γ1 = γ2 = ... = γIJ = 0.

On remarque que

si H0α est vraie, alors
SCentα

σ2 = χ2
I−1,

si H0β est vraie, alors
SCentβ

σ2 = χ2
J−1,

si H0γ est vraie, alors
SCinter

σ2 = χ2
(I−1)(J−1).

Pour testerH0α on calcule la statistique

IJ(K−1)SCentα
(I −1)SCint

= FI−1,IJ(K−1).

Pour testerH0β on calcule la statistique

IJ(K−1)SCentβ

(J−1)SCint
= FJ−1,IJ(K−1).

Pour testerH0γ on calcule la statistique

IJ(K−1)SCinter

(I −1)(J−1)SCint
= F(I−1)(J−1),IJ(K−1).

Exemple 1. Analyse de variance à un facteur.On suppose que l’on a mesuré les
diamètres de 5 billes. Pour chaque bille on a répété 5 fois les mesures. On considère l’hy-
pothèseH0 selon laquelle
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1) les 5 valeurs (inconnues) des diamètres de ces 5 billes sont des réalisations de 5
variables aléatoires qui sont indépendantes et suivent la même loi normaleN(a,σ2

o).
2) toutes les mesures sont indépendantes, de même précision et sans biais.
3) les erreurs aléatoires de ces mesures suivent la même loi normaleN(0,σ2), dont la

varianceσ2 est inconnue.
La Table nous donne les résultats suivants pour des mesures (en mm). On notexi j la

j-ème mesure de la bille avec le numéroi, et xi. la valeur moyenne des mesures pour ce
sujet.

Numéro SUJETS
des mesures 1 2 3 4 5

1 12.093 11.996 12.017 12.023 11.900
2 12.097 11.995 12.012 12.026 11.893
3 12.096 11.990 12.014 12.028 11.896
4 12.094 11.991 12.017 12.028 11.899
5 12.100 11.998 12.010 12.021 11.898

Table 1

Il nous faut trouver les meilleurs estimateurs sans biais des valeurs inconnues des dia-
mètres des billes, dea, σ2

o et σ2, et aussi des surfaces des sections de ces 5 billes.
Tout d’abord il faut construire la fonction de vraisemblance. Il est clair, que nous pou-

vons considérer le résultatxi j de la j-ème mesure de la billei comme la réalisation d’une
variable aléatoireXi j , où

Xi j = a+δi +δi j , i = 1,2, . . . , I ; j = 1,2, . . . ,J. (1)

Les élémentsδ1,δ2, . . . ,δI du vecteurδ = (δ1,δ2, . . . ,δI )T et δi j de la matrice∆ = ‖δi j‖
sont indépendants,δi suit la loi normaleN(0,σ2

o), δi j suit la loi normaleN(0,σ2), les
paramètresa, σ2

o et σ2 sont inconnus.
Notons

Xi. =
1
J

J

∑
j=1

Xi j , X.. =
1
IJ

I

∑
i=1

J

∑
j=1

Xi j =
1
I

I

∑
i=1

Xi., (2)

On remarque que dans notre cas

X1. = 12.0960, X2. = 11.9920, X3. = 12.0140,

X4. = 12.0252, X5. = 11.8972, X.. = 12.00488.

De plus notons

δi. =
1
J

J

∑
j=1

δi j , δ.. =
1
IJ

I

∑
i=1

J

∑
j=1

δi j , δ. =
1
I

I

∑
i=1

δi . (3)

Dans ce cas, l’observationXi j peut-être représentée comme

Xi j = X.. +(Xi.−X..)+(Xi j −Xi.) (4)

et nous pouvons remarquer que

Xi. = a+δi +δi.,

X.. = a+δ. +δ..,
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et que
Xi j −Xi. = δi j −δi.,

Xi.−X.. = (δi−δ.)+(δi. +δ..), (5)

X..−a = δ. +δ...

Comme toutes les variablesδ1,δ2, . . . ,δI ,δ11, . . . ,δIJ sont indépendantes et normales, on a

(δi−δ.), δ., δi j sont indépendantes,

(δi−δ.), δ., (δi j −δi.), δi. sont indépendantes, (6)

(δi−δ.), δ., (δi j −δi.), (δi.−δ..), δ.. sont indépendantes

et de plus la variable aléatoire

δ. +δ.. suit la loi normale N(0,
σ2

o

I
+

σ2

IJ
). (7)

La variable aléatoire

I

∑
i=1

[(δi−δ.)+(δi.−δ..)]2 =
I

∑
i=1

[(δi +δi.)− (δ. +δ..)]2

est distribuée comme

(σ2
o +

1
J

σ2)χ2
I−1,

c’est-à-dire que
1

(σ2
o + 1

Jσ2)

I

∑
i=1

[(δi−δ.)+(δi.−δ..)]2 = χ2
I−1, (8)

et il est évident, que
1

σ2 ∑
i, j

(δi j −δi.)2 = χ2
I(J−1). (9)

Par conséquent, de (6)-(9) on déduit que

(δ. +δ..)2

σ2
o
I + σ2

IJ

+

I
∑

i=1
[(δi−δ.)+(δi.−δ..)]2

σ2
o + 1

Jσ2
+

1
σ2 ∑

i, j
(δi j −δi.)2 = χ2

IJ,

ce qui est équivalent à

(X..−a)2

1
I (σ2

o + σ2

J )
+

I
∑

i=1
(Xi.−X..)2

σ2
o + σ2

J

+

I
∑

i=1

J
∑
j=1

(Xi j −X..)2

σ2 = χ2
IJ. (10)

On trouve maintenant la fonction de vraisemblanceL(a,σ2
o,σ2) de notre échantillon

(X11, . . . ,XIJ)T . L’expression (10) est proportionnelle, à un terme additif près, àlnL(a,σ2
0,σ

2).
Pour le montrer on remarque que

1

σo
√

2π

∞∫

−∞

1

(2π)J/2σJ
exp

{
−1

2

[
1

σ2

J

∑
i=1

(xi j −a−yi)2 +
y2

i

σ2
o

]}
dyi =
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1

σo(2π)(J+1)/2σJ

∞∫

−∞

exp

{
−1

2

[
1

σ2

J

∑
j=1

(xi j −a)2− 2yi

σ2

J

∑
j=1

(xi j −a)+

(
1

σ2
o
+

J
σ2

)
y2

i

]}
dyi =

1

σo(2π)J/2σJ( 1
σ2

o
+ J

σ2)1/2
exp

{
− 1

2σ2

J

∑
j=1

(xi j −a)2

}
×

∞∫

−∞

{
exp

[
yi

σ2

J

∑
j=1

(xi j −a)

]
1√
2π

(
1

σ2
o
+

J
σ2

)1/2

exp

[
−1/2

(
1

σ2
o
+

J
σ2

)
y2

i

]}
dyi . (11)

De l’autre côtè on sait que si une variable aléatoireζ suit la loi normaleN(Eζ,Varζ) de
paramètresEζ etVarζ, alors

Eeitζ = exp{itEζ− t2

2
Varζ}. (12)

représente la fonction caractéristique deζ. Dans notre cas

ζ = δ. +δ.. = X..−a,

Eζ = 0, Varζ =
1

1
σ2

o
+ J

σ2

, it =
1

σ2

J

∑
j=1

(xi j −a)2, (13)

et par conséquent de (12)-(13) on déduit que l’integrale en (11) est égale à

exp





1

2σ4( 1
σ2

o
+ J

σ2)

[
J

∑
i=1

(xi j −a)

]2


 (14)

et donc

L(a,σ2
o,σ

2) =
1

(2π)IJ/2σIJσI
o

(
1

σ2
o
+ J

σ2

)I/2
×

exp



−

1
2σ2

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −a)2 +
1

2(σ4

σ2
o
+Jσ2)

I

∑
i=1

[
J

∑
j=1

(Xi j −a)

]2


 , (15)

d’où l’on tire que

lnL(a,σ2
o,σ

2) = ln(const)− 1
2σ2

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −a)2+

1

2
(

σ4

σ2
o
+Jσ2

)
I

∑
i=1

[
J

∑
j=1

(Xi j −a)2

]2

. (16)

Mais par ailleurs, de (2)-(5) on déduit

Xi j −a = (X..−a)+(Xi.−X..)+(Xi j −Xi.),

J

∑
j=1

(Xi j −a) = J(X..−a)+J(Xi.−X..),
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I

∑
i=1

[
J

∑
j=1

(Xi j −a)

]2

= IJ2(X..−a)2 +J2
I

∑
i=1

(Xi.−X..)2, (17)

(Xi j −a)2 = (X..−a)2 +(Xi.−X..)2 +(Xi j −Xi.)2+

2[(X..−a)(Xi.−X..)+(X..−a)(Xi j −Xi.)+(Xi.−X..)(Xi j −Xi.)],
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −a)2 = IJ(X..−a)2 +J
I

∑
i=1

(Xi.−X..)2 +
I

∑
i=1

J

∑
i=1

(Xi j −Xi.)2,

et par conséquent de (16) et (17) il résulte que

−2lnL(a,σ2
o,σ

2) =−2ln(const)+
IJ
σ2(X..−a)2 +

J
σ2

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2+

1
σ2

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2− IJ2

σ4

σ2
o
+σ2J

(X..−a)2− J2

σ4

σ2
o
+σ2J

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2 =

−2ln(const)+
(X..−a)2

1
I (σ2

o + σ2

J )
+

I
∑

i=1
(Xi.−X..)2

σ2
o + σ2

J

+

I
∑

i=1

J
∑
j=1

(Xi j −X..)2

σ2 =

=−2ln(const)+χ2
IJ, (18)

comme on le voit à partir de (11). De (18) on déduit que

T =

(
X..,

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2,
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2

)T

(19)

est une statistique exhaustive. Il est évident que les meilleurs estimateurs sans biases pour
a,σ2 et σ2

o +σ2/J sont

â = X.., σ̂2 =
1

I(J−1)

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2, (20)

σ̂2
o +

σ̂2

J
=

1
I −1

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2, (21)

et par conséquent, on trouve

â = 12.00488, σ̂2 = 0.00000918,

√
σ̂2 = 0.00303, (22)

σ̂2
o +

σ̂2

J
= 0.0051400, σ̂2

o = 0.0051382,
√

σ̂2
o = 0.07168. (23)

Comme
(X..−a)2

σ2
o
I + σ2

IJ
I
∑

i=1
(Xi.−X..)2

(I−1)(σ2
o+

σ2
J )

=
I(X..−a)2

1
I−1

I
∑

i=1
(Xi.−X..)2

=
χ2

1
1

I−1χ2
I−1

= F1,I−1 = t2
I−1,
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on a

P





√
I

|X..−a|√
1

I−1

I
∑

i−1
(Xi.−X..)2

≤
√

F1,I−1(P)





= P, (24)

oùF1,I−1(P) est le quantile de niveauP (P > 0.5) de la distributionF à 1 etI −1 degrés de
liberté, dont on rapelle la définition :

P{F1,I−1≤ F1,I−1(P)}= P. (25)

Par exemple, siP = 0.95, alorsF1,4(0.95) = 7.7086. De (24) et (25) on déduit l’intervalle
de confiance

|a−X..| ≤
√

1
I
F1,I−1(P)

1
I −1

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2 (26)

de coefficient de confianceP. Par conséquent, on trouve l’intervalle de confiance pour le
paramètrea :

11.9159< a < 12.0939
En continuant les calculs, liés à la table 1 des données initiales, on obtient la table suivante :

i

1
4

J
∑

i=1
(Xi j −Xi.)2 75∗10−7 115∗10−7 95∗10−7 97∗10−7 77∗10−7

Table 2.

De plus, on a

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2 = 0.020559808,
1
4 ∑

i=2
I(Xi.−X..)2 = 0.005139952,

√
1
4

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2 = 0.071693458557946,
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2 = 0.0001836,

1
20

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2 = 0.00000918,

√√√√ 1
20

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2 = 0.003029851481508,

1
4

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2− 1
100

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2 = 0.005138116,

√√√√1
4

I

∑
i=1

(Xi.−X..)2− 1
100

I

∑
i=1

J

∑
j=1

(Xi j −Xi.)2 = 0.071680652898814,

1
4

I
∑

i=1
(Xi.−X..)2

1
20

I
∑

i=1

J
∑
j=1

(Xi j −Xi.)2

= 559.9076252723311.
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La surface de section de la bille de numéroi est égale à

π
4
(a+δi)2,

et l’espérance de la section de n’importe quelle bille est égale à

π
4

E(a+δi)2 =
π
4
(a2 +Eδ2

i ) =
π
4
(a2 +σ2

o),

carEδi = 0 etVarδi = Eδ2
i . Mais comme

EX2
.. = VarX.. +(EX..)2 =

σ2
o

I
+

σ2

IJ
+a2,

on obtient l’estimateur sans biais deπ
4(a2 +σ2

o) :

π
4

(
X2

.. −
σ̂2

o

I
− σ̂2

IJ
− σ̂2

o

)
=

π
4
[(12.00488)2 +0.00514− 0.00514

5
] = 113.1926.

Par ailleur, on a
a+δi

∼= Xi., E{Xi.|δi}= a+δi

et donc

Var{Xi.|δi}=
σ2

J
, E{X2

i. |δi}= Var{Xi.|δi}+(a+δi)2,

et donc l’estimateur sans biais pour la surface de la section de la bille de numéroi est

π
4

(
X2

i. −
σ̂2

J

)
=

π
4

(
X2

i. −0.0000018
)
.

Les valeurs numériques de ces estimateurs pour les billes de numéros 1,2,3,4,5 sont

114.91413, 112.32974, 113.36138, 113.57284, 111.16790

respectivement (la moyenne arithmétique est égale à 113.06920). Enfin, on remarque que

σ2 < 0.007926σ2
o et σ2 > 0.00127

avec le coefficient de confianceP = 0.98.

2.21 Modèle exponentiel. Analyse statistique.

SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon d’une loi exponentielleE(µ,σ), i.e.

Xi ∼ f (x;θ), θ ∈ΘΘΘ = {θ = (µ,σ)T : |µ|< ∞, σ > 0},
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où

f (x;θ) =





1
σ

exp

(
−x−µ

σ

)
, x≥ µ,

0, sinon.

Il est évident que

f (x;θ) =
1
σ

exp

(
−x−µ

σ

)
H(x−µ), (2.1)

H(x) =
{

1, si x≥ 0,
0, si x < 0.

On sait que
EXi = µ+σ et Var Xi = σ2. (2.2)

NotonsX(n) = (X(1),X(2), . . . ,X(n))T le vecteur des statistiques d’ordre associé au vecteur
de observationX,

P{X(1) < X(2) < · · ·< X(n)}= 1. (2.3)

Il est facile de montrer queT = (X(1),S)T est une statistique exhaustive pour le paramètre
θ, où

X(1) = min(X1,X2, . . . ,Xn) et S=
n

∑
i=2

(X(i)−X(1)). (2.4)

En effet, la fonction de vraisemblance deX est

L(X;θ) =
n

∏
i=1

f (Xi ;θ) =
1

σnexp

{
−1

σ

n

∑
i=1

(Xi−µ)

}
H(X(1)−µ) =

=
1

σnexp

{
−1

σ

n

∑
i=1

(X(i)−µ)

}
H(X(1)−µ). (2.5)

Comme

n

∑
i=1

Xi =
n

∑
i=1

X(i) =
n

∑
i=2

(X(i)−X(1))+nX(1) =
n

∑
i=2

(X(i)−X(1))+nX(1),

on en tire que la statistiqueT = (X(1),S)T est exhaustive minimale pourθ = (µ,σ)T. Il est

connu queX(n) est une statistique exhaustive pourθ, maisX(n) n’est pas intéressante parce
qu’elle a la même dimensionn que le vecteurX, c’est-à-dire queX(n) ne réduit pas des
données. Le vecteur

U = (X(1),
n

∑
i=2

X(i))
T

est aussi une statistique exhaustive minimale pourθ. Il est facile de montrer que la densité
deX(1) est donnée par la formule

n
σ

exp
{
−n

σ
(x(1)−µ)

}
H(x(1)−µ), (2.6)

i.e.,X(1) suit une loi exponentielleE(µ,σ/n),

EX(1) = µ+
σ
n

et Var X(1) =
σ2

n2 . (2.7)
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Nous pouvons donc dire que la statistiquenX(1) ∼ E(nµ,σ), et de (2) et (7) on obtient que

E{nX(1)}= nµ+σ et Var {nX(1)}= σ2. (2.8)

Maintenant nous alons montrer queX(1) etSsont indépendantes. Tout d’abord on remarque

que la densité deX(·) est

g(x(·);θ) = n!
n

∏
i=1

f (x(i);θ) =
n!
σnexp

{
−1

σ

n

∑
i=1

(x(i)−µ)

}
H(x(1)−µ) =

=
n
σ

exp
{
−n

σ
(x(1)−µ)

}
H(x(1)−µ)

(n−1)!
σn−1 ×

×exp

{
−1

σ

n

∑
i=2

(x(i)−x(1))

}
H(x(2)−x(1)), (2.9)

où
x(·) = (x(1), . . . ,x(n))

T ∈ Bµ = {x∈ Rn : µ≤ x1≤ x2≤ ·· · ≤ xn}, (2.10)

d’où on tire que

(n−1)!
σn−1 exp

{
−1

σ

n

∑
i=2

(x(i)−x(1))

}
, x(1) ≤ x(2) ≤ ·· · ≤ x(n), (2.11)

représente la densité conditionnelle de

(X(2),X(3), . . . ,X(n))
T sachant que X(1) = x(1).

On constate que cette loi conditionnelle ne dépend pas deµ. En plus de (4) et (9) on dé-
duit que si la valeurx(1) de la statistiqueX(1) est fixée,X(1) = x(1), alors la statistique
(X(2),X(3), . . . ,X(n))T représente le vecteur des statistiques d’ordre obtenu à partir d’un
échantillon de dimensionn−1, dont les éléments suivent la loi exponentielle

1
σ

exp

{
−x−x(1)

σ

}
H(x−x(1)).

Maintenant on va chercher la densité conjointeq(y;θ),

y = (y1, . . . ,yn)T ∈ Bµ = {x∈ Rn : µ≤ y1,0≤ y2≤ ·· · ≤ yn},
des statistiques

X(1) et (X(2)−X(1), . . . ,X(n)−X(1))
T,

c’est-à-dire la densité de la statistique

Y = (Y1,Y2, . . . ,Yn)T,

où
Y1 = X(1), Yj = X( j)−X(1), j = 2, . . . ,n. (2.12)

On constate que la statistiqueY est le résultat d’une transformation linéaire la statistique
X(n) :

Y = BX(n),
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où

B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 . . . 0
−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0

...
−1 0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

et donc
X(n) = B−1Y,

où

B−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
...
1 0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

CommedetB = 1, de (9) on tire

q(y;θ) = g(B−1y;θ)|detB−1|= g(y1,y1 +y2, . . . ,y1 +yn;θ) =

=
n
σ

exp
{
−n

σ
(y1−µ)

}
H(y1−µ)

(n−1)!
σn−1

{
−1

σ

n

∑
i=2

yi

}
, y∈ Bµ⊂ Rn, (2.13)

d’où on tire que la densité conjointe deX(1) et (X(2)−X(1), . . . ,X(n)−X(1))T est le produit
de deux densités et donc les statistiquesX(1) et (X(2)−X(1), . . . ,X(n)−X(1))T sont indépen-

dantes, d’où on tire queX(1) et
n
∑

i=2
(X(i)−X(1)) sont indépendantes.

En plus de (13) il suit que
n

∑
i=2

(X(i)−X(1))

suit une loi gamma dont la densité est

1
σn−1Γ(n−1)

yn−2e−y/σH(y),

parce que
(n−1)!

σn−1 exp{−1
σ

n

∑
i=2

yi}, 0≤ y2≤ y3≤ . . .yn,

représente la densité conjointe du vecteur des statistiques d’ordre de dimension(n− 1),
associé avec une loi exponentielle

1
σ

exp

{
−1

σ
y

}
H(y),

i.e. avec une loi exponentielleE(0,σ), et donc la variable aléatoire

1
σ

n

∑
i=2

Yi =
1
σ

n

∑
i=2

(X(i)−X(1)) = γn−1
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est distribuée comme la somme de(n−1) variables aléatoires indépendantes, qui forment
un échantillon de volume(n−1) d’une loi exponentielleE(0,1), i.e.,Ssuit une loi gamma
avec(n−1) degrés de liberté et de paramètre d’échelleσ.

S=
n

∑
i=2

Yi =
n

∑
i=2

(X(i)−X(1)) = σγn−1, (2.14)

et donc
ES= E{σγn−1}= (n−1)σ, Var S= Var {σγn−1}= σ2(n−1). (2.15)

Dans ce cas la statistique

σ̄n =
1

n−1

n

∑
i=2

(X(i)−X(1)) =
n

n−1
(X̄n−X(1)) (2.16)

est le meilleur estimateur sans biais pourσ. De (15) on tire que

Var σ̄n =
σ2

n−1
. (2.17)

Enfin, en utilisant (7) et (16) nous pouvons construire le meilleur estimateur sans biaisµ̄n

pourµ :

µ̄n = X(1)−
σ̄n

n
= X(1)−

1
n(n−1)

n

∑
i=2

(X(i)−X(1)) = X(1)−
1

n−1
(X̄n−X(1)). (2.18)

Comme les statistiqueX(1) et S sont indépendantes, les statistiquesX(1) et σ̄n sont aussi
indépendantes et par conséquent

Var µ̄n = Var X(1) +
1
n2Var σ̄n =

σ2

n2 +
σ2

(n−1)n2 =
σ2

n(n−1)
. (2.19)

Corollaire 1. Comme

n

∑
i=2

(X(i)−X(1)) =
n

∑
i=2

Yi =
n

∑
i=2

(n− i−1)[X(i)−X(i−1)], (2.20)

de (9) et (12) il suit que les statistiques

nX(1), (n−1)[X(2)−X(1)], . . . ,(n− i−1)[X(i)−X(i−1)], . . . ,X(n)−X(n−1)

sont indépendantes et

nX(1) ∼ E(nµ,σ), i.e. n(X(1)−µ)≈ E(0,σ), (2.21)

(n− i−1)[X(i)−X(i−1)]∼ E(0,σ), i = 2,3, . . . ,n. (2.22)

Il est évident que toutes ces propriétés importantes d’un échantillonX d’une loi exponen-
tielle sont dûes à l’indépendance temporelle de la distribution exponentielle (une loi expo-
nentielle est sans mémoire).
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Remarque 1. (Méthode des moments). Comme

EXi = µ+σ et Var Xi = σ2

pour estimerθ = (µ,σ)T nous pouvons utiliser la méthode des moments. D’après cette
méthode en qualité d’estimateursµ̃n et σ̃n deµ et σ il faut choisir la solution du système

{
µ+σ = X̄n,

σ2 = s2
n,

puisqueX̄n ets2
n sont l’espérance et la variance de le loi empirique correspondant à l’échan-

tillon X= (X1, . . . ,Xn)T, d’où on obtient que

θ̃n = (µ̃n, σ̃n)T,

où

µ̃n = X̄n−sn = X̄n−
√

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2,

σ̃n = sn =

√
1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2.

Remarque 2. (Méthode du maximum de vraisemblance). De (5) on a

L(X;θ) = L(X;µ,σ) =
1

σnexp

{
−1

σ

n

∑
i=1

(Xi−µ)

}
H(X(1)−µ),

d’où on tire immédiatement que
µ̂n = X(1).

Puisque
∂ lnL(X;θ)

∂σ
=−n

σ
+

1
σ2

n

∑
i=1

(Xi−µ),

on en tire quêσn est la solution de l’équation

−n
σ

+
1

σ2

n

∑
i=1

(Xi− X̄n) = 0,

i.e.,

σ̂n =
1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n) = X̄n−X(1),

et donc
θ̂n = (µ̂n, σ̂n)T.

On remarque que les meilleurs estimateurs sans biais pourµ et σ sont

µ̄n =
n

n−1

(
µ̂n− 1

n
X̄n

)
et σ̄n =

n−1
n

σ̂n.
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Chapitre 3

ELEMENTS DE LA STATISTIQUE
NON PARAMETRIQUE.

3.1 La loi empirique.

Soit l’hypothèseH0 selon laquelle les élémentsX1,X2, . . . ,Xn de l’échantillonX =
(X1,X2, . . . ,Xn)T suivent une loi donnée, dont la fonction de répartition estF(x), i.e. pour
toutx∈ R1

P{Xi ≤ x|H0}= F(x), i = 1,2, . . . ,n, (3.1)

et X1,X2, . . . ,Xn sont indépendantes. Supposons en outre que la fonction de répartition
F(x), x∈ R1, soit telle que le momenta2k existe,

a2k = EX2k
1 =

+∞∫

−∞

x2kdF(x). (3.2)

On sait que dans ce cas tous les momentsa j , 1≤ j ≤ 2k, existent ainsi que les moments
centrauxmj ,

mj = E(X1−EX1) j = E(X1−a) j , j = 1,2, ..,2k, (3.3)

oùa = a1 = EX1. Notons aussi

σ2 = Var X1 = m2 = E(X1−a)2. (3.4)

Ayant la réalisationx = (x1, . . . ,xn)T de la statistiqueX = (X1,X2, . . . ,Xn)T, nous pouvons
construire la fonction

Fn(x) = Fn(x;x1, . . . ,xn) =
1
n

n

∑
i=1

1(−∞,x](xi), x∈ R1, (3.5)

dont la valeurFn(x) en n’importe quel pointx, x ∈ R1, représente la réalisation de la
statistique
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Fn(x) = Fn(x;X1, . . . ,Xn) =
1
n

n

∑
i=1

1(−∞,x](Xi), (3.6)

calculée au point choisi x.
Par construction, la fonctionFn(x), x ∈ R1, a toutes les propriétés d’une fonction de

répartition, car elle est croissante de 0 à 1 et continue à droite, et pour cette raison nous
pouvons introduire une vaiable aleatoire, disonsX, dont la loi conditionnelle, conditionnée
parX= x, est donnée par la fonctionFn(x), c’est-à-dire

P{X ≤ x|X= x}= P{X ≤ x|X1 = x1, . . . ,Xn = xn}= Fn(x), x∈ R1, (3.7)

et par conséquent de (6) et (7) il résulte que

Fn(x) = P{X ≤ x|X}, x∈ R1, (3.8)

c’est-à-dire que (8) détermine une fonction de répartitionaléatoire, qu’on appellefonction
de répartition empirique. Par conséquent, la loi conditionelle de la variable aléatoireX,
conditionnée parX, s’appellela loi empirique. De (5)–(8) il résulte que la loi empirique est
la loi discrète d’après laquelle

P{X = Xi |X}=
1
n

pour tout i = 1,2, . . . ,n, (3.9)

c’est-à-dire que la loi empirique affecte le même poids1/n à chaque élémentXi de l’échan-
tillon X = (X1,X2, . . . ,Xn)T, etFn(x) est la fonction de répartition de cette loi. Soitαm le
moment d’ordrem de la loi empirique. Alors de (6), (8) et (9) on déduit

αm = E{Xm|X}=
1
n

n

∑
i=1

Xm
i , (3.10)

et, par conséquent, on obtient la moyenneα1 de la loi empirique :

α1 = E{X|X}=
1
n

n

∑
i=1

Xi = X̄n. (3.11)

De même, la variance de la loi empirique s’exprime par la formule

E{(X−α1)2|X}= E{(X− X̄n)2|X}= α2−α2
1 =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 = s2
n. (3.12)

La loi empirique (9) et sa fonction de répartitionFn(x), x∈R1, jouent un rôle très important
dans la statistique mathématique ; c’est pour cela que nous allons parler un peu plus en détail
de ses propriétés et qualités.

Premièrement, on remarque que pour toutx fixé, x∈ R1,

E1]−∞,x](Xi) = P{Xi ≤ x}= F(x), (3.13)

c’est-à-dire que la statistique1]−∞,x](Xi) est un estimateur sans biais deF(x). On remarque
ici que1]−∞,x](Xi) est la fonction de répartition empirique construite avec une seule obser-
vationXi . Il est facile de vérifier que
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Var1]−∞,x](Xi) = F(x)[1−F(x)], (3.14)

car pour toutx fixé la statistique1]−∞,x](Xi) représente la variable aléatoire de Bernoulli de
paramétrep = F(x), puisque

{
P{1]−∞,x](Xi) = 1}= P{Xi ≤ x}= F(x) = p,

P{1]−∞,x](Xi) = 0}= P{Xi > x}= 1−F(x) = 1− p = q.
(3.15)

D’autre part nous avons

Fn(x) =
1
n

n

∑
i=1

1]−∞,x](Xi) =
1
n

νn(x), (3.16)

où

νn(x) =
n

∑
i=1

1]−∞,x](Xi). (3.17)

Comme les variables aléatoiresX1,X2, . . . ,Xn sont indépendantes et suivent la même loi
F(x), i.e.P{Xi ≤ x}= F(x), de (13)-(17) il s’ensuit que pour toutx fixé

P{νn(x) = k}= Ck
npk(1− p)n−k, k = 0,1, . . . ,n, (3.18)

où p = F(x). Comme

Eνn(x) = np= nF(x), Var νn(x) = npq= nF(x)[1−F(x)], (3.19)

on a

EFn(x) = F(x) et Var Fn(x) =
1
n

F(x)[1−F(x)]. (3.20)

De (20) il déduit que sin→ ∞
Var Fn(x)→ 0

pour toutx fixé, x∈ R1 ; par conséquent, de l’inégalité de Tchebyschev, il résulte que pour
tout ε > 0

P{|Fn(x)−F(x)| ≥ ε} ≤ Var Fn(x)
ε2 =

F(x)[1−F(x)]
ε2 → 0, (3.21)

quandn→ ∞. Ainsi de (20) et (21) résulte le

Théorème 1.Si P{Xi ≤ x}= F(x), alors

{
1) EFn(x) = F(x),

2) P{|Fn(x)−F(x)|> ε}→ 0, quand n→ ∞,
(3.22)

quel que soitx fixé, x∈ R1.

Remarque 1.Le théorème 1 nous dit que{Fn(x)}n∈N est une suite cohérente d’es-
timateurs sans biais deF(x) pour toutx fixé, x ∈ R1. Cela signifie que si la taillen de
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l’échantillonX= (X1, . . . ,Xn)T est grande, alors la valeur de la fonctionFn(x) en un pointx
la réalisation de la fonction de répartition empiriqueFn(x) en ce point, peut-être considérée
comme une bonne approximation de la valeurF(x). Cela veut dire que siF est inconnue,
on pourra supposer que

Fn(x)∼= F(x) (3.23)

pour toutx et cette approximation est d’autant meilleure que le nombren des observations,
c’est-à-dire notre information surF , est plus grand.

Remarque 2.Du théorème 1 il résulte que

P{X ≤ x}= EP{X ≤ x|X}= EFn(x) = F(x),

c’est-à-dire que la loi déconditionnée de la variable aléatoireX est la même que celle deXi ,
élément de l’échantillonX,

P{X ≤ x}= P{Xi ≤ x}= F(x).

Le théorème 1 peut-être affiné en considérant la fonction de répartition empiriqueFn(x), x∈
R1, dans son ensemble et non pas pour chaquex pris séparément. On va s’intéresser au
maximum de l’écart entreFn(x) etF(x), que l’on noteraDn :

Dn = Dn(X) = sup
|x|<∞

|Fn(x)−F(x)|. (3.24)

La statistiqueDn s’appellela statistique de Kolmogorov(1933).

Théorème 2. (Glivenko-Cantelli)

P
{

lim
n→∞

Dn = 0
}

= 1. (3.25)

Le théorème de Glivenko-Cantelli nous dit que la suite{Fn(x)} des fonctions de répar-
tition empiriques converge presque sûrement versF(x) uniformémentpar rapport àx quand
n→ ∞. La réalisation

Dn = sup
|x|<∞

|Fn(x)−F(x)|

de la statistique de KolmogorovDn nous donne la déviation maximale observée sur l’axe
réel de la fonction de répartition empiriqueFn(x) et de la fonction de répartitionF(x) de
la variable aléatoireX1. Du théorème de Glivenko-Cantelli il résulte que pour toutx, avec
la probabilité 1, cette déviation devient plus petite que tout nombre positifε arbitrairement
petit, ce qui justifie encore une fois l’approximation (23).

Théorème 3. (Donsker)Sin→ ∞, alors

√
n(Fn(x)−F(x)) L→W(x), x∈ R1,

oùW(x) est un processus gaussien,EW(x)≡ 0, dont la fonction de covariance est

k(x,y) = F(x)∧F(y)−F(x)F(y), (x,y) ∈ R1×R1.
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Théorème 4. Si F(x) est continue, alors

P{limsup
n→∞

(√
2n

ln lnn
sup

x
| Fn(x)−F(x) |

)
= 1}= 1.

Remarque 3.Pour avoir une idée de la conduite deF(x) on construit souvent le graphe
de la fonctionFn(x), réalisation de la fonction de répartition empiriqueFn(x). Pour construire
le graphe deFn(x) on utilise le vecteur

X(·) = (X(1), . . . ,X(n))
T

des statistiques d’ordre, construit à partir de l’échantillonX. Soit x(·) = (x(1), ...,x(n))T,

la réalisation de la statistiqueX(·). Comme on le sait le vecteurx(·) s’obtient à partir de
x = (x1, . . . ,xn)T en ordonnant lesxi par ordre croissant, c’est-à-dire que l’on a

x(1) ≤ x(2) ≤ . . .≤ x(n). (3.26)

De (26) il résulte que les statistiques d’ordreX(1),X(2), . . . ,X(n) sont liées (avec la probabilité
1) par les inégalités :

X(1) ≤ X(2) ≤ . . .X(n). (3.27)

Supposons pour l’instant qu’il n’y ait pas d’ex-aequo, ce qui a lieu avec la probabilité 1 si
F n’a pas de saut. En utilisant (26), (27) de (5), (6) et (9) on obtient que

Fn(x) =





0, si x < X(1),
i
n, si X(i) ≤ x < X(i+1),
1, si x≥ X(n),

(3.28)

par conséquent on a

Fn(x) =





0, si x < x(1),
i
n, si x(i) ≤ x < x(i+1),
1, si x≥ x(n).

(3.29)

De (29) on déduit queF(n)(x) a des sauts aux pointsx(i). Ces sauts sont égaux à1/n. Dans
le cas général,F peut avoir des sauts et donc, parmi lesx(i), il peut y avoir des ex-aequo.
Pour construire le graphe deFn(x), notons





e1 = x(1) = min{x1,x2, . . . ,xn},
e2 = min{x(i) : x(i) > x(1) = e1},
...
ej = min{x(i) : x(i) > ej−1},
...
ek = x(n) = max{x1,x2, . . . ,xn}

(3.30)

les différentes valeurs prises par lesxi . Le nombrek des différentes valeurs

e1 < e2 < .. . < ek, (3.31)
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prises parx1,x2, . . . ,xn , peut être strictement inférieur àn s’il y a des ex-aequo. Notonsν j

la fréquence de la valeurej , j = 1,2, . . . ,k. Il est évident que

ν1 +ν2 + . . .+νk = n.

En utilisant les valeurs observéese1,e2, . . . ,ek et leurs fréquencesν1,ν2, . . . ,νk on peut fa-
cilement obtenir une autre représentation de la réalisationFn(x) de la fonction de répartition
empiriqueFn(x) en termes des fréquencesν1,ν2, . . . ,νk des valeurse1,e2, . . . ,ek :

Fn(x) =





0, si x < e1,

1
n

i
∑
j=1

ν j , si ej ≤ x < ei+1,

1, si x≥ ek.

(3.32)

La fonctionFn(x) est aussi appelléla fonction cumulative, parce que on "accumule" les
fréquencesν1,ν2, . . . ,νk en partant de la plus petite valeure1 = x(1) vers la plus grande
ek = x(n).

On voit que la fonction cumulativeFn(x) est croissante de 0 à 1, qu’elle est continue à
droite et qu’elle a des sauts de hauteursνi/n en tout pointei , i = 1,2, . . . ,k, tout en restant
constante entre deux valeurs observéesei etei+1 consécutives.
Remarque 4. (Loi empirique et méthode des moments)Maintenant que nous savons que
la fonction de répartitionFn(x) de la loi empirique est un bon estimateur de la fonction de
répartitionF(x) deXi au sens des théorèmes 1 et 2, il est très naturel de choisir les moments
(10)

αm = E{Xm|X}=
1
n

n

∑
i=1

Xm
i , m= 1,2, . . . ,2k

de la loi empirique (9) comme estimateurs des momentsam = EXm
1 de la loi F. Comme

Eαm = E{E{Xm|X}}=
1
n

E

{
n

∑
i=1

Xm
i

}
= am, m= 1,2, . . . ,2k, (3.33)

on voit que le momentαm de la loi empirique est un estimateur sans biais deam. On re-
marque ici que tous les momentsαm, m= 1,2, . . ., de la loi empirique (9) existent, tandis
que la loiF n’a d’après notre hypothèse (2), que les momentsa1, . . . ,a2k. Si nous prenons
m≤ k, alors nous pouvons calculer la variance de la statistiqueαm, car

Var αm = Var

{
1
n

n

∑
i=1

Xm
i

}
=

1
n

Var Xm
1 =

=
1
n

{
EX2m

1 − (EXm
1 )2} =

1
n
(a2m−a2

m). (3.34)

De cette formule on déduit que la variance,Var αm, de l’estimateurαm existe sim≤ k.
De plus on en déduit queVar αm → 0 quandn→ ∞, et par conséquent de l’inégalité de
Tchebyschev il résulte que pour toutε > 0

P{|αm−am|> ε}= P{|αm−Eαm|> ε} ≤ Var αm

ε2 =
a2m−a2

m

nε2 → 0, (3.35)

quandn→∞. Ainsi de (33) et (35) il résulte que{αm} est une suite consistante (cohérente)
d’estimateurs sans biaisde am (m = 1,2, . . . ,k). On peut remarquer que pour estimer la
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précision de l’estimateurαm du momentam on a eu besoin d’utiliser le momentα2m d’ordre
2m.

Exemple 1.Soienta = EX1 et σ2 = Var X1 et supposons que nous voulions estimera.
Comme nous l’avons dit, nous pouvons prendre la moyenne

α1 =
1
n

n

∑
i=1

Xi = X̄n

de la loi empirique comme estimateur dea = a1, moyenne de la loiF .
D’après (33) on a

EX̄n = a = EX1

et de (34) on déduit

Var X̄n =
1
n

Var X1 =
σ2

n
=

1
n
(a2−a2),

et, par conséquent, de (35) on déduit que pour toutε > 0

P{|X̄n−a| ≥ ε} ≤ σ2

εn
→ 0, n→ ∞, (3.36)

c’est-à-dire que{X̄n}, n∈N, est une suite consistante d’estimateurs sans biais de la moyenne
a de la loiF , si σ2 < ∞.

Remarque 5. (Théorème de Khinchine.)On peut montrer que pour que la suite{X̄n},
n∈ N, soit cohérente il suffit queEX1 existe.

Example 2.Supposons que nous voulions estimer

σ2 = Var X1 = a2−a2
1 = a2−a2. (3.37)

Comme nous l’avons dit, nous pouvons prendre la variance

s2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 = α2−α2
1 (3.38)

de la loi empirique comme estimateur deσ2. De (38) on déduit

Es2
n = Eα2−Eα2

1 = a2−
[
Var α1 +a2] =

= a2−a2− a2−a2

n
= σ2− σ2

n
=

n−1
n

σ2,

i.e.s2
n est un estimateur deσ2 qui a un biaisbn,

bn = E(s2
n−σ2) =−σ2

n
. (3.39)

Si nous prenons la statistique

S2
n =

1
n−1

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 =
n

n−1
s2
n (3.40)

comme estimateur deσ2, alors on aura un estimateur sans biais deσ2, car de (40) on déduit :

ES2
n = E

(
n

n−1
s2
n

)
=

n
n−1

Es2
n = σ2. (3.41)
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Pour calculer la varianceVar s2
n de la statistiques2

n,

Var s2
n = E(s2

n)
2− (Es2

n)
2 = E(s2

n)
2−

(
n−1

n

2

σ4
)

, (3.42)

il nous faut savoir calculerE(s2
n)

2. Pour faire cela on remarque que la statistique(Xi− X̄n)2

est invariante par rapport à la moyennea = EX1 de la loi F . Cela veut dire que si nous
posonsYi = Xi−c (i = 1,2, . . . ,n), oùc est un nombre arbitraire et si

Ȳn =
1
n

n

∑
i=1

Yi ,

alors on voit que
Yi−Ȳn = Xi−c− (X̄n−c) = Xi− X̄n, (3.43)

donc pour calculerE(s2
n)

2 nous pouvons admettre quea= EX1 = 0. Dans ce casmj = a j et
nous pouvons écrire :

s2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2 =
1
n

n

∑
i=1

X2
i −

1
n2

(
n

∑
i=1

Xi

)2

=

=
n−1

n2

n

∑
i=1

X2
i −

2
n ∑

i< j
XiXj , (3.44)

d’où, commeEX1 = 0 par hypothèse et de l’indépendence deXi etXj , on déduit

E(s2
n)

2 = E

{
(n−1)2

n4 ∑
i< j

X2
i X2

j +
4
n4 ∑

i< j
X2

i X2
j

}
=

=
(n−1)2

n3 m4 +
(n−1)2 +2

n3 (n−1)σ4. (3.45)

De (42) et (45) il résulte que

Var S2
n =

(n−1)2

n3

(
m4− n−3

n−1
σ4

)
, (3.46)

et par conséquent, on en déduit que

Var s2
n→ 0 quand n→ ∞.

De (46) il est facile de déduire la varianceVar S2
n de la statistiqueS2

n, qui est le meilleur
estimateur sans biais deσ2(41). On a

Var S2
n = Var

(
n

n−1
s2
n

)
=

n2

(n−1)2Var s2
n =

1
n

(
m4− n−3

n−1
σ4

)
, (3.47)

et on voit queVar S2
n tend aussi vers0 quandn→ ∞. Comme pour toutε > 0

P
{∣∣S2

n−σ2
∣∣≥ ε

}
= P

{∣∣S2
n−ES2

n

∣∣≥ ε
}≤ Var S2

n

ε2 → 0, (3.48)
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quandn→ ∞, nous pouvons dire que{S2
n} est une suite cohérente d’estimateurs sans biais

de la varianceσ2 de la loiF(x). On remarque ici, que de (47) on déduit

Var s2
n < Var S2

n,

i.e. le risque quadratique des2
n est plus petit de celui deS2

n, mais l’estimateurs2
n a le biais

bn =−σ2/n.
Nous avons montré (35) que le moment

αm =
1
n

n

∑
i=1

Xm
i

d’ordrem (m= 1,2, . . . ,k) de la loi empirique est un bon estimateur du moment

am = EXm
1 =

∞∫

−∞

xmdF(x),

de la loiF(x) en ce sens que

Eαm = am et Var αm =
1
n
(a2m−a2

m)→ 0, quand n→ ∞.

Que pouvons nous dire de plus ? La statistique

αm =
1
n

n

∑
i=1

Xm
i , m= 1, . . . ,k,

est la somme des variables indépendantesXm
1 , ...,Xm

n , puisque les variables aléatoiresX1, . . . ,Xn

sont indépendantes et que de plus elles suivent la même loi. En outre, nous savons que la
variance

Var Xm
i = a2m−a2

m

existe pour toutm= 1,2, . . . ,k. Par conséquent du théorème central limite il résulte que

P
{

αm−am√
Var αm

}
= P

{
√

n
αm−am√
a2m−a2

m

< x

}
→Φ(x) quand n→ ∞, (3.49)

c’est-à-dire que la suite{αm}m∈N∗ est asymptotiquement normalement distribuée de para-
mètresam et (a2m−a2

m)/n, ce que nous écrivons de la manière suivante :

αm est AN

(
am,

a2m−a2
m

n

)
, (3.50)

ou la suivante : √
n

αm−am√
a2m−a2

m

est AN(0,1). (3.51)

D’après (35) nous savons que sin→ ∞ alors pour toutε > 0

P{|αm−am| ≥ ε}→ 0. (3.52)
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En utilisant l’approximation normale (49) nous pouvons estimer la probabilité de l’événe-
ment{|αm−am| ≥ ε}. On a

P{|αm−am| ≥ ε}= P
{ |αm−am|√

Var αm
≥ ε√

Var αm

}
. (3.53)

Si n est assez grand alors de (49) et (53) il résulte que

P{|αm−am| ≥ ε} ≈ 2Φ

{
− ε

√
n√

a2m−a2
m

}
, (3.54)

où

Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−y2/2dy

est la fonction de répartition de la loi normaleN(0,1), qui satisfait l’identité suivante :

Φ(x)+Φ(−x)≡ 1, |x|< ∞. (3.55)

Notons ici, que siZ est une variable aléatoire qui suit la loi normaleN(0,1),

P{Z≤ x}= Φ(x), x∈ R1,

alors de (55) il résulte que
P{|Z| ≤ x}= 2Φ(x)−1, (3.56)

ce qui a déjà été utilisé pour obtenir (54) à partir de (49). Ainsi, de (53)-(56) il résulte que

P{|αm−am| ≤ ε} ≈ 1−2Φ

{
− ε

√
n√

a2m−a2
m

}
= 2Φ

{
ε
√

n√
a2m−a2

m

}
−1, (3.57)

i.e. pour toutε > 0 on a

P{αm− ε≤ am≤ αm+ ε} ≈ 2Φ

{
ε
√

n√
a2m−a2

m

}
−1, (3.58)

quandn est assez grand.
Nous devons constater que nous ne pouvons pas utiliser (58) directement pour savoir

avec quelle probabilité l’intervalle

[αm− ε;αm+ ε] (3.59)

"couvre" la valeur inconnue deam, ou, comme on dit, avec quelle probabilitéam appartient
à l’intervalle [αm− ε;αm + ε], que l’on appelleun intervalle de confiance. Pour avoir la
possibilité d’utiliser (58) pour estimer

P{am∈ [αm− ε;αm+ ε]}
nous devons substituer aux paramètres inconusa2m et a2

m dans la partie droite de (58) leurs
estimateursα2m et α2

m et de cette manière nous aurons pourn assez grand la relation sui-
vante :

P{αm− ε≤ am≤ αm+ ε} ≈ 2Φ

{
ε
√

n√
α2m−α2

m

}
(3.60)
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Maintenant nous allons utiliser l’approximation (60) pour construire l’intervalle de confiance
(59) tel que

P{am∈ [αm− ε;αm+ ε]} ≈ P = 1−α, (3.61)

où la probabilitéP = 1−α, appeléele coefficient de confiance, est choisie d’avance,0.5 <
P< 1, 0< α < 0.5. Ayant choisi un coefficient de confianceP= 1−α, il nous faut résoudre
l’équation

2Φ

{
ε
√

n√
α2m−α2

m

}
−1 = P = 1−α (3.62)

pour trouverε qui satisfait à (61).
Soit α une probabilité telle que0 < α < 0.5. Notonsz+

α et z−α les quantiles de seuilsα
et1−α respectivement, c’est-à-dire quez+

α etz−α satisfont aux relations :

Φ(z−α ) = α et Φ(z+
α ) = 1−α,0 < α < 0.5.

De (55) il résulte quez+
α =−z−α . En utilisant les notations de (62) on a

Φ

{
ε
√

n√
α2m−α2

m

}
=

1+P
2

= 1− α
2

(3.63)

d’où l’on obtient

x+
α/2 =

ε
√

n√
α2m−α2

m

= Φ−1
(

1− α
2

)
(3.64)

et par conséquent on trouve que

ε =
xP√

n

√
α2m−α2

m =
1√
n

x+
α/2

√
α2m−α2

m. (3.65)

De (60)–(62) et (65) il résulte que

P

{
αm−x+

α/2

√
α2m−α2

m

n
≤ am≤ αm+x+

α/2

√
α2m−α2

m

n

}
≈ P = 1−α. (3.66)

Nous voyons qu’en utilisant les momentsα2m et αm de la loi empirique, et le fait qu’ils
sont asymptotiquement normalement distribués, nous sommes parvenus à construire pour
le momentam un intervalle de confiance(αm−ε;αm+ε) dont le coefficient de confiance est
approximativement égal àP = 1−α. Dans la table 1 ci-dessous nous donnons les valeurs
deP = 1−α les plus répandues dans la pratique et les valeursx+

α/2 correspondantes, ce qui
permet facilement de calculerε en utilisant la formule (65).

P = 1−α 0.90 0.95 0.99 0.995

x+
α/2 1.644854 1.959964 2.575829 2.807034

Table 1.

(3.67)

Exemple 3.Soitm= 1, c’est-à-dire que nous estimons la moyennea = EX1 de la loiF(x).
Nous savons, d’après l’exemple 1, queα1 = X̄n, moyenne de la loi empirique, est un esti-
mateur sans biais de a, en outre, nous savons d’après (36) que

P{|X̄n−a| ≥ ε}→ 0. (3.68)
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Maintenant, en utilisant (57), nous obtenons que

P{|X̄n−a| ≤ ε} ≈ 2Φ

(
ε√

Var X̄n

)
−1 = 2Φ

(
ε
√

n
σ

)
−1, (3.69)

car

Var X̄n =
σ2

n
, où σ2 = Var X1 = a2−a2

1 = a2−a2.

Dans (69) nous pouvons, en utilisant l’exemple 2, estimer le paramètre inconnuσ =
√

σ2

par la statistiqueSn =
√

S2
n, sachant queES2

n = σ2. Dans ce cas, de (69) il résulte que

P{|X̄n−a| ≤ ε} ≈ 2Φ
(

ε
√

n
Sn

)
−1 (3.70)

et par conséquent on obtient un analogue de (66)

P
{

X̄n−x+
α/2

Sn√
n
≤ a≤ X̄n +x+

α/2
Sn√

n

}
≈ P = 1−α, (3.71)

en choisissant dans (67) le coefficient de confianceP = 1−α et le quantilex+
α/2 de la loi

normaleN(0,1). Il est évident que dans (71) on aurait pu utiliser la statistiquesn comme
estimateur deσ au lieu deSn, oùs2

n est la variance de la loi empirique.

3.2 Médiane de la loi empirique.

1. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon etXi suit une loi de fonction de répartition

F(x) = P(Xi < x).

NotonsX(·) = (X(1), . . . ,X(n))T le vecteur des statistiques d’ordre associé au vecteurX. Par
définition,la médiane de la loi empirique estla statistique

µn =
{

X(k+1), si n = 2k+1,
1
2

(
X(k) +X(k+1)

)
, si n = 2k.

On sait que sin est impair,n = 2k+1, alors

P{µ2k+1 < x}= IF(x)(k+1,k+1), (3.1)

et on obtient

P{µ2k+1 < x}= S2k+2

[(
F(x)− 1

2

)√
2k+2

F(x)[1−F(x)]

]
, (3.2)

où Sf (x) est la fonction de la répartittion de la loi de Student àf degrés de liberté. Dans le
cas oùn est un nombre pair,n = 2k, la distribution de la statistiqueµ2k est beaucoup plus

180



compliquée. On remarque que d’habituellement, dans la pratique, lorsquen est assez grand,
on utilise le fait que

L
(√

n(µn−µ)
)→ N

(
0,

1
4 f 2(µ)

)
, (3.3)

ou plus précisément :

P
{

2
√

n f(µ)(µn−µ) < y
}

= Φ(y)+O

(
1√
n

)
,

oùµ est la médiane de la loiF(x), F(µ) = 0.5, et f (x) est la densité de cette loi, c’est-à-dire
que f (x) = F ′(x). La précision de cette approximation normale n’est pas très bonne quand
n n’est pas assez grand. Par ailleurs, il est très naturel de s’attendre à ce que la distribution
de la statistiqueµ2k+1 soit plus proche de la distribution de la statistiqueµ2k, et justement
Bolshev (1963) a utilisé ce fait pour construire une approximation qui est meilleure que
l’approximation normale (3).

Soit
Fn(x) = P

{
µn < x

√
2πt

}
, (3.4)

où t = 1/(8[n/2]+5). Bolshev (1963) a démontré que

F2k(x)−F2k+1(x) =−8(π−2)xϕ(x)t2 +O(t3), (3.5)

et

F2k+1(x) = Φ(x)+ϕ(x)
3x− (2π−6)x3

6
t +O(t2), (3.6)

d’où l’on peut déduire que la statistique

Yn =
µn√
2πt

[
1+

1
σ

(
3− (2π−6)

(
µn√
2πt

)2
)]

est asymptotiquement normale de paramètres 0 et 1,

P{Yn < y}= Φ(y)+O(t2).

Notonsµn(P) le P-quantile (le quantile de niveauP) de la distribution de la statistiqueµn :

P{µn < µn(P)}= P.

Dans ce cas de (6) on déduit que

µ2k(P) = µ2k+1(P)[1+8(π−2)t2]+O(t2)

donc
µ2k(P)∼= µ∗2k(P), (3.7)

où
µ∗2k(P) = µ2k+1(P)[1+8(π−2)t2].

La formule (7) donne une bonne approximation, même pour les petites valeurs den. Par
exemple sik = 1, alors la différence

D = P{µ2 < µ∗2(P)}−P
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prend les valeurs suivantes

−0.0001, −0.0002, 0.0000, 0.0004, 0.0012, 0.0011, 0.0000,

correspondant aux valeurs deP

0.0014, 0.0064, 0.0228, 0.0664, 0.1575, 0.3074, 0.5000.

2. SoitX = (X1, . . . ,Xn)T un échantillon, dont la fonction de la répartitionF(x) appar-
tient à une familleF = (F) de fonctions de répartition continues. Comme précédemment,
on notef (x) la densité deF(x) :

F(x) =
x∫

−∞

f (t)dt.

Dans ce cas, siµ= µ(F) est la médiane de la distribution, dont la fonction de répartition est
F(x), alors

µ(F)∫

−∞

f (x)dx= F(µ(F)) = 0.5,

i.e.
P{Xi < µ(F)}= P{Xi ≥ µ(F)}= 0.5.

Notre but est de construire un intervalle de confiance pourµ(F).
Soit X(·) = (X(1), . . . ,X(n))T le vecteur des statistiques d’ordre, construit en utilisant

l’échantillonX. Dans ce cas avec la probabilité 1

X(1) < X(2) < .. . < X(n).

Comme intervalle de confiance, on peut choisir

(X(i),X( j)), i < j.

Il est très naturel de choisir cet intervalle symétrique en posantj = n− i−1, puisque nous
nous sommes intéressés à l’obtention de conclusions statistiques qui sont indépendantes de
la distribution inconnueF . De la définition des statistiques d’ordreX(1), ...,X(n) il s’ensuit
que

P
{

X(i) < µ(F) < X( j)|F
}

=

= 1−P
{

X(i) ≥ µ(F)|F}−P
{

X( j) ≤ µ(F)|F}
=

= 1−P
{

F(X(i))≥ F(µ(F))|F}−P
{

F(X( j))≤ F(µ(F))|F}
=

= 1−P(U(i) ≥ 0.5)−P(U( j) ≤ 0.5) =

= 1−
i−1

∑
m=0

(
n
m

)(
1
2

)n

−
n

∑
m= j

(
n
m

)(
1
2

)n

,

et on voit bien que cette probabiliténe dépend pas deF , c’est-à-dire qu’on a obtenu une
statistique "libre" comme on l’avait voulu. On note ici que comme d’habitude

U (·) = (U(1), ...,U(n))
T
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représente le vecteur des statistiques d’ordre associé à l’échantillonU = (U1, ...,Un)T de la
loi uniforme sur (0,1).

Maintenant, considérons l’intervalle de confiance "symétrique", i.e.j = n− i +1. Dans
ce cas on a

P
{

X(i) < µ(F) < X(n−i+1)|F
}

= 1−2
i−1

∑
m=0

(
n
m

)(
1
2

)n

,

car
n

∑
m= j

(
n
m

)(
1
2

)n

=
n

∑
m=n−i+1

(
n
m

)(
1
2

)n

=
i−1

∑
m=0

(
n
m

)(
1
2

)n

.

Donc quandn est grand, du Théorème de de Moivre-Laplace on déduit que

P
{

X(i) < µ(F) < X(n−i+1)|F
}∼= 1−2Φ

(
i−1− n

2 +0.5

0.5
√

n

)
=

= 1−2Φ
(

2i−n−1√
n

)
= 2Φ

(
n+1−2i√

n

)
−1. (3.8)

Comment trouver le numéroi dans (8) quand le coefficient de confianceP est donné
d’avance ? Pour cela il faut résoudre l’équation

2Φ
(

n+1−2i√
n

)
−1 = P (3.9)

par rapport ài (on remarque que0.5 < P < 1), d’où l’on obtient

n+1−2i√
n

= Ψ
(

1+P
2

)
,

où Ψ(z) = Φ−1(z), et donc

i =
[
0.5

{
n+1−√nΨ

(
1+P

2

)}
+1

]
,

où [a] dans la dernière formule est la partie entière du nombre a.

3.3 Théorème de Kolmogorov.

A.Kolmogorov (1933) a trouvé la distribution limite(n→ ∞) de la statistique
√

nDn

lorsqueF(x) est une fonction continue.
Theoreme(de Kolmogorov).SiF(x) est continue, alors pourz> 0

lim
n→∞

P
{√

nDn≤ z
}

= K(z) =
+∞

∑
j=−∞

(−1) j exp(−2 j2z2). (3.1)

On dit queK(z) est la fonction de répartition de Kolmogorov. Il y a des tables sta-
tistique (voir, par exemple, Smirnov (1939), Birnbaum (1952), Bolshev et Smirnov (1968),
Conover (1980)) des valeurs de la fonction de KolmogorovK(z), mais en pratique pour
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faire des calculs approximatifs, quandz> 2.5, on utilise souvent une simple approximation
évidente :

K(z)∼= 1−2e−2z2
.

Soit P un nombre fixé,0.5 < P < 1, et soitzP le quantile de niveauP de la fonction de la
répartition de Kolmogorov, c’est-à-direzP est la racine de l’équationK(z) = P :

K(zP) = P.

Dans ce cas de (1) on tire que
P

{√
nDn≤ zP

}
=

= P
{
Fn(x)− 1√

n
zP≤ F(x)≤ Fn(x)+

1√
n

zP

}
→ K(zP) = P, (3.2)

quandn→ ∞. C’est-à-dire que sin est grand, alors avec la probabilité∼= P les valeursF(x)
pour toutx satisfont les équations

Fn(x)− 1√
n

zP≤ F(x)≤ Fn(x)+
1√
n

zP. (3.3)

Comme0≤ F(x)≤ 1, la dernière relation peut être s’écrire :

max

(
0,Fn(x)− 1√

n
zP

)
≤ F(x)≤min

(
Fn(x)+

1√
n

zP,1

)
.

3.3.1 Transformation de Smirnov. Test de type de Kolmogorov-Smirnov
pour des lois discrètes.

Transformation de Smirnov pour une distribution continue. Soit X une variable
aléatoire dont la fonction de répartitionF(x) = P{X ≤ x} est continue et croissante. Dans
ce cas, la statistiqueU = F(X) suit une loi uniforme sur[0,1]. Pour prouver cette affirmation
on remarque tout d’abord que

P{U ≤ u}= 0 pour tout u≤ 0

et que
P{U ≤ u}= 1 pour tout u≥ 1.

Soit u un nombre réel quelconque,0 < u < 1. Dans ce cas commeF(x) est continue et
croissante on obtient

P{U ≤ u}= P
{

F−1(U)≤ F−1(u)
}

= P
{

X ≤ F−1(u)
}

=

= F(F−1(u)) = u, 0 < u < 1.

Transformation de Smirnov pour une distribution arbitraire. Soit X une variable
aléatoire quelconque et soit

F(x) = P{X ≤ x} et F−(x) = P{X < x}.
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Il est évident que siX est une variable aléatoire continue

F(x) = F−(x).

Alors on peut démontrer (voir §V.1), que

P{F(X)≤ z} ≤ z≤ P{F−(X) < z}

pour toutz∈ [0,1].
Colloraire 1. Si la distribution deX est continue, dans ce cas

P{F(X)≤ z}= P{F(X) < z}= z, z∈ [0,1].

Colloraire 2. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0,1] et qui est
indépendante deX. Dans ce cas la statistique

Z = F−(X)+U [F(X)−F−(X)]

suit la loi uniforme sur [0,1],
P{Z≤ z}= z

pour tout lesz∈ [0,1].
Colloraire 3. SoientX1,X2, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes dont les fonctions
de répartition sont connues :

Fi(x) = P{Xi ≤ x}, Fi−(x) = P{Xi < x}, i = 1,2, . . . ,n.

De plus, soientU1,U2, . . . ,Un des variables aléatoires indépendantes, qui suivent la même
loi uniforme sur [0,1] et qui sont indépendantes deX1,X2, . . . ,Xn. Dans ce cas, d’après de
colloraire 2, les statistiquesZ1,Z2, . . . ,Zn, où

Zi = Fi−(Xi)+Ui [Fi(Xi)−Fi−(Xi)] ,

sont indépendantes et uniformément distribuées sur [0,1].
Le colloraire 3 nous donne la posibilité de construire les tests non paramétriques de Kol-

mogorov, de Smirnov, d’omega-carré de Von Mises etc., dans les situations où les données
X1,X2, . . . ,Xn sont indépendantes et suivent des lois continues ou discrètes.

Applications statistiques.
SoientX1,X2, . . . ,Xm des variables aléatoires indépendantes et nous avons à tester l’hy-

pothèseH0 selon laquelle

P{Xi = k}=
ni !

(ni−k)!k!
pk

i (1− pi)ni−k, i = 1,2, . . . ,m,

où tout lespi et n1,n2, . . . ,nm sont connus,0 < pi < 1; k = 0,1, . . . ,ni . C’est-à-dire que, si
H0 est vrai, alorsXi suit une loi binomialeB(ni , pi( de paramètresni et pi , et donc

Fi(x) = P{Xi ≤ x}= I1−pi(ni−x,x+1), x = 0,1, . . . ,ni ,

et
Fi−(x) = P{Xi < x}= P{Xi ≤ x−1}= I1−pi(ni−x+1,x),

185



où Ix(a,b) définie ci-dessous est la fonction béta-incomplète d’Euler, et par conséquent pour
appliquer le test de Kolmogorov, par exemple, pour testerH0 il ne reste qu’à construire
d’après le colloraire 3 les statistiques

Zi = I1−pi(ni−Xi +1,Xi)+Ui [I1−pi(ni−Xi ,Xi +1)− I1−pi(ni−Xi +1,Xi)] ,

i = 1,2, . . . ,m.

Plus de détails on peut trouver dans Nikulin (1992), Huber et Nikulin (1993), Green-
wood et Nikulin (1996).

Récemment M.Hocine a fait les études intéressantes sur le comportement de ce test et
du test de type de omega-carré basées sur cette transformation de Smirnov.

3.4 Tests de Kolmogorov et Smirnov pour un échantillon.

Si la fonction de répartition deX1 est inconnue mais qu’on a fait l’hypothèseH0, d’après
laquelle

P{X1≤ x}= F(x),

où F(x) est une fonction de répartition continue donnée, alors nous pouvons testerH0, en
utilisant le théorème de Kolmogorov. Symboliquement l’hypothèseH0 peut être présentée
par la façon suivante :

H0 : EFn(x)≡ F(x).

On détermine la statistique de Kolmogorov

Dn = sup
|x|<∞

|Fn(x)−F(x)|,

qui est désignée pour testerH0 contre l’hypothèse bilatérale

H1 : sup
|x|<∞

|EFn(x)−F(x)|> 0,

et on considère en outre, les statistiques de Smirnov

D+
n = sup

|x|<∞
(Fn(x)−F(x)) et D−n =− inf

|x|<∞
(Fn(x)−F(x)) ,

qui sont utilisées pour testerH0 contre les alternatives unilatérales

H+
1 : sup

|x|<∞
(EFn(x)−F(x))

et
H−

1 : − inf
|x|<∞

(EFn(x)−F(x))
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respectivement.
Il est clair queDn = max(D+

n ,D−n ). En utilisant la transformation de Smirnov, on peut
montrer que

D+
n = max

1≤m≤n

(m
n
−F(X(m))

)
et D−n = max

1≤m≤n

(
F(X(m))−

m−1
n

)
. (3.1)

Il est clair aussi, que siH0 est vraie, alors

P
{

D+
n ≤ x|H0

}
= P

{
D−n ≤ x|H0

}
, (3.2)

c’est-à-dire que,D+
n etD−n suivent la même loi, quandH0 est vraie.

Comme a montré Smirnov (1944), pour toutx∈ (0,1)

P
{

D+
n ≥ x|H0

}
=

[n(1−x)]

∑
k=0

(
n
k

)
x

(
x+

k
n

)k−1(
1−x− k

n

)n−k

, (3.3)

[a] - partie entière dea.
On peut montrer (Kolmogorov (1933), Smirnov (1944), Chernoff and Savage (1958),

Bolshev (1963), Huber, Nikulin (1993)), que sin→ ∞ etx appartient au domaine
{

x : 0 < ε≤ x = O(n1/3)
}

,

alors

P
{

(6nD+
n +1)2

18n
< x|H0

}
=

(
1−e−x)+

2x2−4x−1
18n

e−x +O

(
1

n
√

n

)
, (3.4)

et

P
{

(6nDn +1)2

18n
< x|H0

}
=

= K

(√
x
2

)
− 1

18

∞

∑
k=−∞

(−1)ke−k2x[
Pk(x)+2k4x−k2]+O

(
1

n
√

n

)
, (3.5)

où

Pk(x) =
[
k2− 1− (−1)k

2

]
(1−2k2x)+2k2x(k2x−3) =

= k2[
2k2x2−2x(k2 +3)+1

]
+

(−1)k−1
2

(1−2k2x).

Commeχ2
2m = 2γm et

P{γ1≤ x}= 1−e−x, pour tout x > 0,

de (4) et de (5) on déduit que pour les grandes valeurs den la statistique

(6nD+
n +1)2

9n

est approximativement distribuée commeχ2
2 et que

P
{

(6nDn +1)2

18n
< x

}
≈ K

(√
x
2

)
.
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Ces deux approximations sont déja bonnes pourn≥ 20, les erreurs de ces approximations
diminuent comme1n.

Soit α le niveau du test de Kolmogorov(0 < α < 0.5), basé sur la statistiqueDn, et
soientx+

α etxα, les valeurs critiques des tests basés surD+
n etDn, i.e.

P
{

D+
n ≥ x+

α
}

= α et P{Dn≥ xα}= α.

D’après le test de Kolmogorov
on rejetteH0 en faveur de l’hypothèseH1 si Dn≥ xα.

De la même façon, d’après le test de Smirnov
on rejetteH1 en faveur de l’hypothèseH+

1 si D+
n ≥ xα.

On remarque que pour les petites valeurs deα (0 < α ≤ 0.2) il y a une liaison entre les
valeurs critiquesxα etx+

α/2 :

xα ∼= x+
α/2,

et l’erreur dans cette égalité est inférieure à 0.0005 :

|xα−x+
α/2| ≤ 0.0005.

On peut montrer que cette erreur diminue très vite quandα diminue. Par exemple, siα≤ 0.1
, alors

|xα−x+
α/2| ≤ 0.00005.

Si n ≥ 10 et 0.01≤ α ≤ 0.2, pour calculerxα et x+
α/2 il est recommandé d’utiliser les

approximations de Bolshev (1963) :

xα ∼=
√

1
2n

(
y− 2y2−4y−1

18n

)
, y =− ln

α
2

x+
α
∼=

√
1
2n

(
y− 2y2−4y−1

18n

)
, y =− lnα.

On peut remarquer que sin est assez grand, alors
√

1
2n

(
y− 2y2−4y−1

18n

)
∼=

√
y
2n

.

Dans la pratique ces formules donnent déjà de bons résultats dans le casα > 0.001 pour
n≥ 20.
Enfin, si

0.2≤ α≤ 0.3 et 10≤ n≤ 50,

alors en prenant poury la racine de l’équation

K

(√
y
2

)
= 1−α,

on obtient encore une approximation de Bolshev (1963)

xα ∼=
√

1
2n

{
y− 1

18n
[(2y2−4y−1)−α3(3y2−y+0.5)]

}
− 1

6n
.
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Dans le casn≥ 100toutes ces approximations sont très bonnes pour calculerxα etx+
α pour

tout α tel que0.0001≤ α≤ 0.5.

3.5 Test de Kolmogorov-Smirnov pour deux échantillons.

SoientX= (X1, . . . ,Xn)T etY= (Y1, . . . ,Ym)T deux échantillons indépendants, et soit

F(x) = P{Xi < x} et G = P{Yj < y}

les fonctions de répartition continues deXi etYj respectivement. Nous pouvons construire
deux lois empiriques, qui correspondent aux deux échantillons donnésX etY. NotonsFn(x)
etGm(x) les fonctions de répartition de ces lois empiriques.
On utilise le test de Kolmogorov-Smirnov pour tester l’hypothèse

H0 : F(x)≡G(x), x∈ R1,

qui peut s’écrire en fonction deFn etGm de la façon suivante :

H0 : EFn(x)≡ EGm(x),

contre l’hypothèse bilatérale

H1 : sup
|x|<∞

|EGm(x)−EFn(x)|> 0,

ou contre l’une de deux hypothèses unilatérales :

H+
1 : sup

|x|<∞
(EGm(x)−EFn(x)) > 0

ou
H−

1 : − inf
|x|<∞

(EGm(x)−EFn(x)) > 0

respectivement. Pour testerH0 contreH1 on peut utiliser la statistique

Dm,n = sup
|x|<∞

|Gm(x)−Fn(x)|, (3.1)

oùGm(x) etFn(x) sont les fonctions empiriques, associées àY etX.
Si on testeH0 contreH+

1 oùH−
1 , on utilise les statistiques

D+
m,n = sup

|x|<∞
(Gm(x)−Fn(x)) et D−m,n =− inf

|x|<∞
(Gm(x)−Fn(x)) . (3.2)

Smirnov a montré (1939) que si l’hypothèseH0 est vraie, alors les statistiquesD+
m,n, D+

n,m,
D−m,n, D−n,m suivent la même loi. En pratique les valeurs des statistiques (1) et (2) sont cal-
culées d’après les formules suivantes :

D+
m,n = max

1≤r≤m

( r
m
−Fn(Y(r))

)
= max

1≤s≤n

(
Gm(X(s))−

s−1
n

)
,
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D−m,n = max
1≤r≤m

(
Fn(Y(r))−

r−1
m

)
= max

1≤s≤n

( s
n
−Gm(X(s))

)
,

Dm,n = max(D+
m,n,D

−
m,n),

où X(i) etY( j) sont les statistiques d’ordre, correspondant aux échantillons. On peut obtenir
ces formules en utilisant la transformation de Smirnov et les propriétés des statistiques
d’ordre de la loi uniforme sur[0,1]. Smirnov (1939) a montré, que simin(m,n)→ ∞, alors
pour tout y positif

lim P
{√

mn
m+n

D+
m,n < y|H0

}
= 1−e−2y2

,

lim P
{√

mn
m+n

Dm,n < y|H0

}
= K(y),

oùK(z) est la fonction de Kolmogorov.

3.6 Testω2 de Cramer-von Mises et statistiques associées
de Lehmann, Gini, Downton, Moran-Greenwood et Sher-
man.

Souvent pour tester l’hypothèse simple

H0 : EFn(x)≡ F(x), |x|< ∞,

contre l’alternative
H1 : sup

|x|<∞
|EFn(x)−F(x)|> 0,

au lieu d’utiliser le test de Kolmogorov, on construit le testω2 de Cramer et Von Mises,
fondé sur la statistique

ω2 = ω2
n = n

∞∫

−∞

[Fn(x)−F(x)]2dF(x).

La statistiqueω2 est aussi très intéressante à cause de ses liaisons avec d’autres statistiques,
bien connues en statistique, par exemple, avec la statistiqueLn de Lehmann, la statistique
G de Gini, la statistique "σ" de Downton, la statistiqueMn de Moran et Greenwood (pour
plus de détails voir, par exemple, Kendall et Stewart, Cramer, Mises). Pour démontrer ces
propriétés de la statistiqueω2, on peut l’écrire sous une autre forme, beaucoup plus pratique
dans les applications :

ω2 =
n

∑
i=1

[
F(X(i))−

2i−1
2n

]2

+
1

12n
,

oùX(·) = (X(1),X(2), . . . ,X(n))T est le vecteur des statistiques d’ordre, associé à l’échantillon
X.
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En fait, on a

ω2
n = n

∞∫

−∞

[Fn(x)−F(x)]2dF(x) = n
n

∑
i=0

X(i+1)∫

X(i)

[
i
n
−F(x)

]2

dF(x) =

=
n
3

n

∑
i=0

X(i+1)∫

X(i)

d

[
F(x)− i

n

]3

=
n
3

n

∑
i=0

[
F(X(i+1))−

i
n

]3

−
[
F(X(i))−

i
n

]3

.

On suppose que :

P
{

F(X(n+1)) = 1
}

= 1 et P
{

F(X(0)) = 0
}

= 0.

Comme

F(x)− i
n

= F(x)− i +1
n

+
1
n

alors [
F(X(i+1))−

i
n

]3

=
[
F(X(i+1))−

i +1
n

]3

+
3
n

[
F(X(i+1))−

i +1
n

]2

+

+
3
n2

[
F(X(i+1))−

i +1
n

]
+

1
n3 ,

on en déduit que

ω2
n =

n
3

{
n+1

∑
i=1

[
F(X(i))−

i
n

]3

+
3
n

n+1

∑
i=1

[
F(X(i))−

i
n

]2

+

+
3
n2

n+1

∑
i=1

[
F(X(i))−

i
n

]
+

n+1
n3

n

∑
i=1

[
F(X(i))−

i
n

]3
}

=

=
n
3

{(
1− n+1

n

)3

+
3
n

n

∑
i=1

[
F(X(i))−

i
n

]2

+
3
n

(
1− n+1

n

)2

+

+
3
n

n

∑
i=1

[
F(X(i))−

i
n

]2

+
3
n2

(
1− n+1

n

)
+

n+1
n3

}
=

=
n
3

{
1
n2 +

3
n

n

∑
i=1

{[
F(X(i))−

i
n

]2

+
1
n

[
F(X(i))−

i
n

]
+

1
4n2

}
− 1

4n2

}
=

=
n
3

{
3
n

n

∑
i=1

[
F(X(i))−

2i−1
2n

]2

+
1

4n2

}
=

=
n

∑
i=1

[
F(X(i))−

2i−1
2n

]2

+
1

12n
.

Donc si les élémentsXi de l’échantillonX sont des variables continues, des propriétés de la
transformation de Smirnov il suit que la statistiqueU = (U1, . . . ,Un)T, Ui = F(Xi), repré-
sente un échantillon, oùUi suit la loi uniforme sur[0,1]. Si nous notonsU(·) =(U(1),U(2), . . . ,U(n))T
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le vecteur des statistiques d’ordre, associé à la statistiqueU, alors en fonction deU(·) la sta-
tistiqueω2 peut être présentée de façon suivante :

ω2 =
n

∑
i=1

[
U(i)−

2i−1
2n

]2

+
1

12n
.

Cette présentation de la statistiqueω2 montre bien que sa distribution ne dépend pas de
F(x) si H0 est vraie. Il y a des tables statistiques de la loi limite(n→ ∞) de la statistique
ω2, qui a été étudiée par Smirnov (1944) et T.W.Anderson et D.A.Darling (1952).

Nous allons considérer maintenant une modificationΩ2
n de la statistiqueω2

n, qui d’un
côté est très liée avec les statistiquesLn de Lehmann,G de Gini, "σ" de Downton etMn de
Moran et Greenwood, et d’un autre côté a une distribution asymptotique très simple sous
l’hypothèseH0, quandn→ ∞, voir, par exemple, Greenwood & Nikulin (1996).

Soit ΣΣΣ−1 la matrice inverse de la matrice de covarianceΣΣΣ du vecteurU(·). On peut
facilement vérifier que

Σ−1 = ‖σi j‖,
où

σi j =





2(n+1)(n+2), si i = j,
−(n+1)(n+2), si |i− j|= 1,
0, si |i− j| ≥ 2.

NotonsΩ2
n la statistique

Ω2
n =

[
U(·)−EU(·)

]T
Σ−1

[
U(·)−EU(·)

]
,

que l’on peut écrire :

Ω2
n = 2(n+1)(n+2)

[
n

∑
i=1

U2
(i)−

n−1

∑
i=1

U(i)U(i+1)−U(n) +
n

2(n+1)

]
.

Nous savons que

EU(·) =
[

1
n+1

,
2

n+1
, . . . ,

n
n+1

]T

et que la matrice de covariance deU(·) est

E
(
U(·)−EU(·)

)(
U(·)−EU(·)

)T
= ΣΣΣ = ‖σi j‖,

où

σi j = σ ji = E
(

U(i)−
i

n+1

)(
U( j)−

j
n+1

)
=





i(n− j−1)
(n+1)2(n+2)

, si i ≤ j,

j(n− i +1)
(n+1)2(n+2)

, si i ≥ j,

En utilisant ces propriétés de la statistiqueU(·), on peut montrer que

Eω2 =
1
6

et Varω2 =
4n−3
180

,
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et qu’on a la représentation suivante pour la statistiqueω2 :

ω2 = Ln +Ψn +
1

6(n+1)
,

où

Ln =
n

∑
i=1

(
U(i)−

i
n+1

)2

=
(
U(·)−EU(·)

)T (
U(·)−EU(·)

)

est la statistique de Lehmann (1973),Ψn étant une combinaison linéaire des statistiques
d’ordre :

Ψn =
n

∑
i=1

n−2i +1
n(n+1)

(
U(i)−

i
n+1

)
.

Par des calculs directs, on peut montrer (voir, par exemple, Nikulin et Osidze (1985)), que

ELn =
n

6(n+1)
, VarLn =

n2

45(n+1)2 ,

EΨn = 0, VarΨn =
(n−1)(n+3)
180n(n+1)3 ,

Cov(Ln,Ψn) =
n−1

90(n+1)2 , Corr (Ln,Ψn) =

√
n−1

n(n+3)
.

De plus on peut facilement vérifier queΨn est liée par la relation suivante

Ψn =
n−1

2(n+1)
G+

n−1
6(n+1)

à la statistiqueG de Gini :

G =
1

n(n−1) ∑
i, j

∣∣U(i)−U( j)
∣∣ ,

qui à son tour est liée à la statistique "σ" de Downton :

”σ” =
π
2

G,

et par conséquent on trouve que

ω2 = Ln +
n−1

2(n+1)
G+

n
6(n+1)

= Ln +
√

π
n−1
n+1

”σ” +
n

6(n+1)
.

Nous allons considérer maintenant une modificationΩ2
n de la statistiqueω2. Soit ΣΣΣ−1 la

matrice inverse de la matrice de covarianceΣΣΣ du vecteurU(·). On peut facilement vérifier
que

ΣΣΣ−1 = ‖σi j‖,
où

σi j =





2(n+1)(n+2), si i = j,
−(n+1)(n+2), si |i− j|= 1,
0, si |i− j| ≥ 2.
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NotonsΩ2
n la statistiqueomega-deux généralisée

Ω2
n =

[
U(·)−EU(·)

]T
ΣΣΣ−1

[
U(·)−EU(·)

]
,

que l’on peut écrire de la manière suivante :

Ω2
n = 2(n+1)(n+2)

[
n

∑
i=1

U2
(i)−

n−1

∑
i=1

U(i)U(i+1)−U(n) +
n

2(n+1)

]
.

En utilisant cette représentation de la statistiqueΩ2
n, on peut montrer que

EΩ2
n = n, VarΩ2

n =
4n(n+1)2

(n+3)(n+4)
, E

[
Ω2

n−n
]3

=
16n(n+1)2(5n−2)

(n+3)(n+4)(n+5)(n+6)
.

De plus de cette dernière présentation de la statistiqueΩ2
n il suit que

Ω2
n = (n+1)(n+2)Mn− (n+2),

où

Mn =
n

∑
i=1

[
U(i+1)−U(i)

]2

est la statistique de Moran-Greenwood (voir, par exemple, Moran (1947)). La liaison di-
recte entre les statistiqueMn et Ω2

n et leurs propriétés nous permet d’affirmer que

lim
n→∞

P

{√(
1+

3
n

)(
1+

3
n+1

)
Ω2

n−n

2
√

n+1
< x|H0

}
= Φ(x), x∈ R1.

Donc pour testerH0 on peut utiliser la normalité asymptotique de la statistiqueΩ2
n.

Parlons maintenant de la statistique de Sherman (1950), qui est liée avec les statistiques
considérées dans ce paragraphe.

Soit U = (U1, . . . ,Un)T un échantillon, oùUi suit la loi uniforme sur[0,1]. Comme
précédemment, notons

U(·) = (U(1), . . . ,U(n))
T (3.1)

le vecteur des statistiques d’ordre, associé à la statistiqueU.
Notons

U(0) ≡ 0 et U(n+1) ≡ 1. (3.2)

Nous déterminons la statistique de Shermansn par la formule

sn =
1
2

n+1

∑
i=1

∣∣∣∣Di− 1
n+1

∣∣∣∣ , (3.3)

où
Di = U(i)−U(i−1). (3.4)

On sait que

Esn =
[
1− 1

n+1

]n+1

(3.5)
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et

Varsn =
2nn+2 +n(n−1)n+2

(n+2)(n+1)n+2 −
[
1− 1

n+1

]2(n+1)

. (3.6)

En utilisant ces propriétés de la statistiquesn, on déduit que

Esn→ 1
e

et Varsn→ e−1
e2 , n→ ∞.

D’apres le théorème limite centrale, sin est assez grand,

P
{

esn−1√
e−1

≤ x

}
= Φ(x)+O

(
1√
n

)
,

ce qui signifie que la statistique de Sherman est asymptotiquement normaleN(0,1), et donc
la statistique

X2 =
(esn−1)2

e−1

suit à la limite(n→∞) la loi du chi-deux à un degré de liberté, et on peut utiliser ce résultat
pour tester l’hypothèseH0 selon laquelleUi suit une loi uniforme sur[0,1].

3.7 Les statistiques de Kolmogorov et Gihman.

SoitU= (U1,U2, . . . ,Un)T un échantillon,Ui suit une loi uniforme sur[0,1],

P{Ui ≤ x}= x, x∈ [0,1]. (3.1)

NotonsU(·) = (U(1), ...,U(n))T le vecteur des statistiques d’ordre, associé à la statistiqueU :

0≡U(0) ≤U(1) ≤ ·· · ≤U(n−1) ≤U(n) ≡ 1. (3.2)

SoitFn(x) la fonction de répartition de la loi empirique associée àU :

Fn(x) =
1
n

n

∑
i=1

1[Ui≤x], x∈ [0,1]. (3.3)

Il est facile de montrer (voir, par exemple §10) que pour toutx donné,x∈ [0,1], la statistique
nFn(x) suit la loi binomialeB(n,x) de paramètresn etx et par conséquent on a :

EFn(x) = x et nCov(Fn(x),Fn(y)) = x∧y−xy, 0≤ x,y≤ 1;

Fn(x)→ x avec la probabilité 1 pour toutx quandn→ ∞.
(3.4)

Dans la pratique il faut avoir beaucoup d’observations pour utiliser la fonction empirique
Fn(x). Pour cette raison on peut raisonablement considerer la situation avec des données
groupées. Il est intéressant étudier la conduite de la fonction de répartition de la loi empi-
riqueGn(x), correspondant aux données groupées.

Soit p = (p1, p2, . . . , pr , pr+1)T un vecteur de probabilités positives,

pi > 0, p1 + p2 + . . .+ pr + pr+1 = 1, (3.5)
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où r(n)≥ 1. Posonsx0 = 0, xr+1 = 1,

x j = p1 + p2 + . . .+ p j , j = 1, . . . , r.

On obtient ainsi une partition de [0,1] enr +1 intervalles

[0,x1],(x1,x2], . . . ,(xr−1,xr ],(xr ,xr+1]. (3.6)

Soitν = (ν1, ...,νr ,νr+1)T le vecteur des fréquences obtenues en regroupantU1, ...,Un dans
les classes (6). Nous déterminons la fonction de répartition empiriqueGn(x) associée au
vecteurν par la formule :

Gn(x) =
{

0, x = x0 = 0,
ν1+ν2+...+νi

n , xi−1 < x≤ xi , i = 1,2,3, . . . , r +1.
(3.7)

Nous pouvons maintenant construire la statistique de Gihman

Zn = (Zn1, . . . ,Znr)T,

où

Zni =
√

n[Gn(xi)−xi ] =
√

n

[
ν1 + . . .+νi

n
− (p1 + . . .+ pi)

]
. (3.8)

Il est clair que
EZn = (0, . . . ,0)T = 0r et EZnZT

n = ΣΣΣ, (3.9)

où

ΣΣΣ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x1 x1 x1 · · · x1

x1 x2 x2 · · · x2

x1 x2 x3 · · · x3
...

...
...

...
x1 x2 x3 · · · xr

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

x1

x2

x3
...
xr

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

‖x1,x2, . . . ,xr‖. (3.10)

Nous allons étudier les propriétés asymptotiques de la statistiqueZn quandn→ ∞.
a) Supposons tout d’abord que

r = r(n)→ ∞ quand n→ ∞ (3.11)

de façon que la longueur maximale des intervalles (6) de groupement des données aille vers
zéro assez vite, i.e., que

max
1≤i≤r+1

npi → 0 si n→ ∞. (3.12)

Notons
D∗n = max

1≤i≤r
|Zn,i | et Dn = sup

0≤x≤1

√
n|Fn(x)−x|.

Théorème(Gihman, 1961).Si r → ∞ et que(12) est vérifiée quandn→ ∞, alors les
statistiquesDn etD∗n sont asymptotiquement equivalentes :

lim
n→∞

P{D∗n≤ z}= lim
n→∞

P{Dn≤ z}= K(z), (3.13)

oùK(z) est la fonction de répartition de Kolmogorov,

K(z) =
+∞

∑
j=−∞

(−1) je−2 j2z2
, 0 < z< ∞.
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De ce théorème il suit que sous la condition (12) nous pouvons utiliser la statistiqueZn

quandn est assez grand pour construire des tests bien connus commeω2 de Smirnov,W2
n

de Anderson et Darling (1952) ou de Sherman (1950) etc.
b) Maintenant nous supposons que les intervalles (6) sont fixés,r +1≥ 2. Dans ce cas de
(3), (4), (8) et du théorème limite central multidimensionnel on déduit que la loi limite de
{Zn} quandn→ ∞ est la loi normaleN(0r ,ΣΣΣ) de paramètres donnés par (9). Comme le
rang de la matrice de covarianceΣΣΣ est égale àr, on en déduit qu’il existe une matrice

Σ−1 = ‖σi j‖
dont les élémentsσi j sont donnés par la formule suivante :





σi j = 0, |i− j| ≥ 2,

σi,i+1 =− 1
xi+1−xi

=− 1
pi+1

, i = 1, . . . , r−1,

σi,i−1 =− 1
xi−xi−1

=− 1
pi

, i = 1, . . . , r,

σii =−(σi,i−1 +σi,i+1) = 1
xi+1−xi

+ 1
xi−xi−1

, i = j.

(3.14)

Nous pouvons maintenant construire la statistiqueY2
n en posant

Y2
n = ZT

nΣΣΣ−1Zn.

Grâce à la normalité asymptotique de la statistiqueZn on obtient que

lim
n→∞

P{Y2
n ≤ x}= P{χ2

r ≤ x}.

Il est facile de vérifier queY2
n est la statistique classique de Pearson :

Y2
n =

r+1

∑
i=1

(νi−npi)2

npi
. (3.15)

c) Enfin nous considérons le cas

r = r(n)→−∞ quand n→−∞, (3.16)

de façon que
max

1≤i≤r+1
pi → 0 et min

1≤i≤r+1
npi → ∞. (3.17)

Théorème(Tumanian, 1956).Si r → ∞ et si les conditions (7) ont lieu quandn→ ∞,
alors

sup
|x|<∞

∣∣∣∣P{Y2
n ≥ x}−1+Φ

(
x− r√

2r

)∣∣∣∣→ 0, n→ ∞. (3.18)

3.8 Test des signes.

Soit X = (X1,X2, . . . ,Xn)T un échantillon. On suppose que la fonction de répartition
F(x) = P{Xi ≤ x} deXi est continue, mais inconnue.
Soitµ la médiane inconnue, elle aussi de la loiF(x), c’est-à-dire que

F(µ) = 0.5,
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et supposons que nous voulions tester l’hypothèseH0 : µ= µ0, oùµ0 est un nombre donné,
contre l’une des trois hypothèses suivantes :

H+
1 : F(µ0) > 0.5, ce qui signifie que µ0 > µ;

H−
1 : F(µ0) < 0.5, ce qui signifie que µ0 < µ;

H1 : F(µ0) 6= 0.5, ce qui signifie que µ0 6= µ.

Le test des signes est fondé sur la statistique

νn = Y1 +Y2 + . . .+Yn,

où

Yi =
{

1, si Xi > µ0,
0, si Xi ≤ µ0.

Il est évident que
P{Yi = 1|H0}= F(µ0) = 1−F(µ0) = 0.5,

i.e. sous l’hypothèseH0 la statistiqueYi suit une loi de Bernoulli de paramètre de succès
p = 0.5, et par conséquent la statistiqueνn sous l’hypothèseH0 suit une loi binomiale de
paramètresn et p = 0.5 :

P{νn≤m|H0}= W(m,n) =
m

∑
i=0

(
n
i

)
(0.5)n =

= I0.5(n−m,m+1) = 1− I0.5(m+1,n−m). (3.1)

Donc pour avoir le test, il faut trouver des nombres entiersk etK tels que
{

W(k,n)≤ α,
W(k+1,n) > α,

et

{
W(K−1,n)≥ 1−α,
W(K−2,n) < 1−α,

(3.2)

où α est une probabilité inférieure à 0.5,0 < α < 0.5.
Il est évident que les valeurs critiquesk = k(α,n) et K = K(α,n) sont des fonctions non
décroissantes den, et que, si la fonctionF(x) est continue, alorsk+K = n. Si on testeH0

contreH+
1 , alors on est obligé de rejeterH0 en faveur deH+

1 , si

νn≤ k(α,n), (3.3)

et dans ce cas on a le test des signes de niveau≤ α. On procède de même si on testeH0

contreH−
1 , en rejetantH0 en faveur deH−

1 si

νn≥ K(α,n) (3.4)

et le niveau de ce test est≤ α. Dans le cas où on testeH0 contre l’alternativeH1, on est
obligé de rejeterH0 en faveur deH1, si

min(νn,n−νn)≤ k(α,n), (3.5)

et le niveau de ce test est≤ 2α.
Exemple 1.Pendant le premier jour, un compteur a enregistré 20021 impulsions, tandis

que le jour suivant il y en a eu seulement 19580. Peut-on dire que le second jour on a observé
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une diminution de l’intensité d’arrivée des impulsions ? Pour répondre à cette question on
choisit le modèle statistique d’après lequel les nombres d’impulsions observées sont des
réalisations de deux variables indépendantesX etY oùX suit la loi de Poisson de paramètre
λ (λ > 0) et Y suit la loi de Poisson de paramètreµ (µ > 0). Dans ce modèle il est bien
naturel de considérer comme hypothèseH0 : λ = µ, et comme alternativeH1 : λ > µ. Pour
testerH0 contreH1 on peut utiliser le test des signes.

Si notre modèle est bon, alors pour toutx,y∈ {0,1,2, . . . ...}

P{X = x,Y = y}=
λx

x!
e−λ µy

y!
e−y =

=
(λ+µ)x+y

(x+y)!
e−(λ+µ) (x+y)!

x!y!

(
λ

λ+µ

)x(
1− λ

λ+µ

)y

,

et donc la loi conditionnelle deX, conditionnée par la sommeX +Y = n, est binomiale de
paramètresn et p = λ/(λ+µ), et par conséquent on en tire que l’hypothèseH0 : λ = µ est
vraie si et seulement si la loi conditionnelle deX est binomiale de paramètresn et p = 0.5 :

P{X = x|X +Y = n,H0}=
(

n
x

)
(0.5)n,

et il nous faut tester l’hypothèseH0 : p = 0.5 contre une alternativeH1 : p > 0.5. On peut
montrer que c’est le test des signes qui est le plus puissant dans ce problème. D’après ce test
on doit rejeterH0, si X ≥ K = K(α,n), oùn = 20021+19580= 39601. La valeur critique
K est déterminée comme étant la solution du système

{
P{X ≥ K|X +Y = 39601, p = 0.5} ≤ α,
P{X ≥ K−1|X +Y = 39601, p = 0.5}> α.

Mais d’après le théorème de de Moivre-Laplace

P{X ≥ K|X +Y = n, p = 0.5} ∼= Φ
(

K−0.5n−0.5√
0.25n

)
,

donc

K =
{

K∗, si K∗ est entier,
[K∗+1], si K∗ est nonentier,

où

K∗ =
n+1

2
+Ψ(1−α)

√
n

2
.

Dans notre cas,α = 0.05et

K∗ =
39602

2
+1.645

√
39601

2
= 19964.7,

par conséquentK = 19965. Comme

X = 20021> 19965,

on prend l’hypothèseH1, d’apres laquelle on observe diminution d’intensité.
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Exemple 2.SoitZ= (Z1, . . . ,Zn)T un échantillon,Zi = (Xi ,Yi)T est un vecteur aléatoire
à deux dimensions dont la densitép(x,y) est inconnue. Supposons que pour touti, Xi etYi

soient indépendantes et qu’il faille tester l’hypothèse

H0 : p(x,y) = p(y,x). (3.6)

Comme lesXi sont indépendantes deYi , la condition (6) signifie queXi etYi sont distribuées
d’après la même loi (inconnue), et par conséquent pour testerH0 on peut construire le test
des signes. En fait, soit

Vi =





1, si Xi−Yi > 0,
i = 1,2, . . . ,n.

0, si Xi−Yi < 0,
(3.7)

Sous l’hypothèseH0 la distribution deVi est symétrique par rapport à 0, et donc si nous
posons

νn = V1 +V2 + . . .+Vn,

de (6) et (7) il s’ensuit que sous l’hypothèseH0 la statistiqueνn est distribuée selon la loi (1)
donc en utilisant (2)–(5) nous pouvons utiliser le test des signes pour tester cette hypothèse.

3.9 Test de Wilcoxon.

SoientX= (X1, . . . ,Xn)T etY= (Y1, . . . ,Ym)T deux échantillons indépendants, et soit

F(x) = P{Xi ≤ x} et G = P
{
Yj ≤ y

}

les fonctions de répartition deXi etYj respectivement. Le test de Wilcoxon est utilisé pour
tester l’hypothèse

H0 : F(x)≡G(x), x∈ R1,

contre l’hypothèse
H− : F(x) < G(x), x∈ R1,

ou contre l’hypothèse
H+ : F(x) > G(x), x∈ R1,

ou contreH− etH+ ensemble.
Ce test est fondé sur la statistique linéaire des rangs

W = Wn,m =
m

∑
i=1

Ri ,

où
R1 < R2 < R3 < · · ·< Rm

sont les rangs des observationsY1, . . . ,Ym dans l’échantillon unifié

Z= (X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Ym)T
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de taillen+ m. Pour construire le vecteurRY = (R1,R2, . . . ,Rm)T des rangs des observa-
tionsYj , il faut construire le vecteurZ(·) des statistiques d’ordre, associé à l’échantillonZ,
et déterminer les numéros des positions des variables aléatoiresYj . Si, par exemple, l’hypo-
thèseH− est vraie, on dit que les variables aléatoiresYj sont stochastiquement plus grandes
que les variables aléatoiresXi , ce qui signifie en pratique que les variables aléatoiresYj

ont tendance (sous l’hypothèseH−) à prendre des positions à l’extrémité droite du vecteur
des statistiques d’ordreZ et par conséquent leurs rangsRi ont tendance à avoir de grandes
valeurs, et par suite la statistique de Wilcoxon a tendance à prendre de grandes valeurs, ce
que l’on utilise pour testerH0 contreH−, en rejetantH0 en faveur deH− quandW > cα, où
cα est la valeur critique du test de Wilcoxon. On peut montrer que

W = U +
n(n+1)

2
,

où

U = Um,n =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

Vi j , (3.1)

est la statistique de Mann-Whitney,

Vi j =
{

1, si Yj > Xi ,
0, si Yj < Xi .

(3.2)

Par des calcul directs (mais pas simples !) on peut montrer que

E{W|H0}=
m(N+1)

2
et Var {W|H0}=

mn(N+1)
12

,

où N = n+m. Les valeurs critiquescα de niveauα (0 < α < 0.5) de la statistiqueW sont
des nombres entiers, qui satisfont aux inégalités

P{W ≤ cα|H0} ≤ α et P{W ≤ cα +1|H0}> α.

Pour les calculer on utilise, par exemple, les tables statistiques de Verdooren (1963) pour

m= 1(1)25, n = m(1)25 et α = 0.001, 0.005, 0.010, 0.025, 0.05, 0.1.

Comme la distribution de la statisiqueW est symétrique par rapport à son espérance ma-
thématiqueEW, pour calculer une valeur critiquec1−α, 0 < α < 0.5, on utilise la relation
suivante :

c1−α = EW−cα.

Il est évident que le couple(cα,c1−α) nous donne les valeurs critiques du test bilatéral de
Wilcoxon de niveau2α, que l’on utilise pour testerH0 contreH+ etH− à la fois.

Si l’un des deux nombresn oumest supérieur à 25, pour calculer les valeurs critiques du
test de Wilcoxon, on utilise l’approximation normale de Mann et Whitney (1947), d’après
laquelle

P
{

W−EW√
Var W

< w|H0

}
→Φ(w),

quandmin(m,n)→ ∞, |w|< ∞.
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Fix et Hodges (1955) ont donné une autre approximation, qui donne déjà de bons résul-
tats quandmin(m,n)≥ 5. D’après cette approximation

P{W ≤ w|H0} ∼= Φ(x)+ϕ(x)(x3−3x)
N2 +N−mn
20mn(N+1)

,

où

N = m+n et x =
w−EW+0.5√

Var W
.

Ce résultat permet d’obtenir assez facilement des approximations normales pour des valeurs
critiquescα :

cα ∼=
(

m(N+1)−1
2

−Ψ(1−α)

√
mn(N+1)

12

)
,

où [x] dénote la partie entière du nombre x. On remarque ici que tous ces résultats, liés
avec des approximations, sont valables si parmi lesXi et Yj il n’y a pas d’ex aequo. En
principe, on ne devrait pas en avoir, puisqueXi etYj sont des variables aléatoires continues
et par conséquentP

{
Xi = Yj

}
= 0. Mais à cause des erreurs d’arrondis, on obtient souvent

des observations égales. Dans ce cas on attribue aux observations qui sont des ex aequo,
un rang égal à la moyenne arithmétique des rangs que ces observations auraient eu avant
la procédure d’arrondissement. NotonsW∗ = W∗

n,m la statistique de Wilcoxon dans ce cas.
L’opération d’arrondissement ne change pasEW, EW = EW∗, mais elle change la variance.
Par des calculs directs, on peut montrer qu’alors :

VarW∗
n,m =

nm
12

(N+1)


1−

M
∑

i=1
ti(t2

i −1

N(N2−1)


 ,

où ti est le nombre d’ex aequo dans le groupe numéro i etM est le nombre des groupes d’ex
aequo.
Demonstration.

SoientX1,X2, . . . ,Xn,Y1,Y2, . . . ,Ym des variables aléatoires continues,Xi suit une loi dont
la fonction de répartition estF(x) etYj suit une loi dont la fonction de répartition estG(x)
avec, par exemple,G(x) = F(x−θ). Supposons que l’on teste l’hypothèseH0, contre l’hy-
pothèseH−. Donc siH0 est vraie, alors les variables aléatoires

X1,X2, . . . ,Xn,Y1,Y2, . . . ,Ym

forment un échantillon
Z= (X1,X2, . . . ,Xn,Y1,Y2, . . . ,Ym)T

de tailleN = n+m. On remarque que

P
{

Xi = Yj
}

= 0,

carXi etYj sont continues, mais à cause des erreurs d’arrondi on a des ex aequo.
Tout d’abord, on remarque que comme

W = Wn,m = Un,m+
n(n+1)

2
,
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alorsVarW = VarUn,m.
Supposons que le vecteurZ(·) des statistiques d’ordre ait au moins un groupe de statistiques
d’ordre qui soient égales et que les rangs de ces ex aequo dans ce groupe soient

k+1,k+2, . . . ,k+ t.

Soitµ le nombre desXi de ce groupe, alorst−µ est le nombre desYj parmi cest ex-aequo.
Il est clair queµ suit la loi hypergéométrique :

P{µ= x}=

(
n
x

)(
m

t−x

)

(
N
t

) .

Pourk et t fixés posons

U∗ = U∗
n,m(µ) =

n

∑
i=1

m

∑
j=1

V∗
i j , (3.3)

où

V∗
i j =





1, si Xi > Yj ,
0.5, si Xi = Yj ,
0, si Xi < Yj .

(3.4)

De (1) – (4) il résulte qu’en cas de présence d’un seul groupe d’ex aequo, on a l’identité par
rapport àµ :

U∗
n,m(µ)+Uµ,t−µ− µ(t−µ)

2
≡Wn,m. (3.5)

En cas de présence deM groupes d’ex aequo, la dernière identité peut être généralisée de
la façon suivante :

U∗
n,m(µ1,µ2, . . . ,µM)+

M

∑
i=1

(
Uµi ,ti−µi −

µi(ti−µi)
2

)
≡Un,m, (3.6)

où ti est le nombre d’ex aequo dans le groupe de numéroi, µi le nombre desXi dans ce
groupe. De (5) il suit que

E
{
U∗

n,m(µ1,µ2, . . . ,µM)|µ1,µ2, . . . ,µM
}

=
nm
2

. (3.7)

Comme la partie droite de (7) ne dépend pas deµi , on en tire que

EU∗
n,m =

nm
2

.

De la même façon, comme

VarUn,m =
nm
2

(n+m+1) =
nm(N+1)

2
,

on obtient que

Var
{
U∗

n,m(µ1,µ2, . . . ,µM)|µ1,µ2, . . . ,µM
}

+
M

∑
i=1

1
12

µi(ti−µi)(ti +1) =
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=
nm
12

(n+m+1).

Comme
Var

{
E

{
U∗

n,m(µ1,µ2, . . . ,µM)|µ1,µ2, . . . ,µM
}}

= Var
nm
12

= 0,

on en tire que
VarU∗

n,m = E
{

Var
{
U∗

n,m|µ1,µ2, . . . ,µM
}}

,

donc on en déduit que

Var
{
U∗

n,m(µ1,µ2, . . . ,µM)
}

+
M

∑
i=1

ti +1
12

E{µi(ti−µi)}=
nm
12

(n+m+1).

Mais

E{µi(ti−µi)}= ∑
j

(
n
j

)(
m

ti− j

)

(
N
t j

) j(ti− j) =
ti(ti−1)nm
N(N−1)

,

donc

VarU∗ =
nm
12

(N+1)


1−

M
∑

i=1
ti(t2

i −1)

N(N2−1)


 = VarW∗,

oùN = n+m.

3.10 Estimation non paramétrique de la densité. Histo-
gramme. Estimateur de Rosenblatt. Le noyau de Par-
zen.

Le problème, que l’on désigne souvent parestimation non paramétrique de la densité,
est le suivant :
étant donné un échantillonX = (X1, ...,Xn)T , issu d’une distribution continue et dont la
densitéf est inconnue, construire un bon estimateur def .

Soit {hn} une suite de nombres positives (tailles de fenêtre) telle quehn > 0, hn ↓ 0,
nhn→ 0, quandn→ ∞. Pour toutn fixé nous pouvons construire une partition deR1

R1 =
⋃

k∈Z
]khn,(k+1)hn],

en utilisant la taille de fenêtrehn correspondante. Pour toutx ∈ R1 il existe un intervalle

]khn,(k+1)hn], aveck =
[

x
hn

]
, tel quex∈]khn,(k+1)hn] et donc nous pouvons déterminer

une application aléatoirefn : R1→ R1
+ par la formule :

fn(x) =
1

nhn

n

∑
j=1

1]khn,(k+1)hn](Xj), x∈ R1. (3.1)
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Définition 1. Nous disons quefn(x), x ∈ R1, est la densité empirique, basée sur l’échan-
tillon X= (X1, ...,Xn)T . Le graphe defn(x) s’appelle histogramme.

De (1) il suit que pour toutx∈]khn,(k+1)hn], k∈ Z, on a

fn(x) =
1

nhn
[Fn((k+1)hn)−Fn(khn)] =

νk

nhn
, (3.2)

oùFn(x) est la fonction empirique, basée surX= (X1, ...,Xn)T , νk est le nombre deXj dans
l’intervalle ]khn,(k+ 1)hn]. Souvent on dit quefn(x) est un estimateurnon paramétrique
classiquede la densitéf (x).

En 1956 M. Rosenblatt a proposé unestimateur de type noyau

fn(x) =
1

nhn

n

∑
j=1

K

(
x−Xj

hn

)
, (3.3)

oùK(·), un noyau, est une fonction telle que
∫ ∞

−∞
K(x)dx= 1 et k =

∫ ∞

−∞
K2(x)dx< ∞.

Le choix du noyauK dépend en général des propriétés de la densitéf que l’on désire avoir.
Par exemple, Parzen (1962) a proposé de choisir le noyau

K(x) = 0.51[−1,1](x), avec k =
1
2
. (3.4)

Il est clair que si on choisit lenoyau de Parzen, alors de (1), (2) et (4) on obtient l’estimateur
fn(x), appelé l’estimateur naïf de f(x) :

fn(x) =
νk

2nhn
,

où νk est le nombre deXj dans l’intervalle]x−hn,x+hn].
Souvent on utilise lenoyau de Epanechnikov(1969)

K(x) = 0.72(1−x2)1[−1,1](x), avec k =
2
3
,

voir aussi Bartlett (1963).
On donne ici encore quelques d’autres exemples :
le noyau de Gauss:

K(x) =
1√
2π

e−x2
, avec k =

1√
2π

,

le noyau de Laplace:

K(x) =
1
2

e−|x|, avec k =
1
2
,

le noyau de Cauchy :

K(x) =
1

π(1+x2)
, avec k =

1
π
,
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le noyau de Fejer:

K(x) =
1
2π

(
sin x

2
x
2

)
, avec k =

1
3π

,

le noyau de Tukey

K(x) =
15
16

(1−x2)21[−1,1](x).

Dans certains cas l’expression deK peut être plus compliquée. Les propriétées asympto-
tiques defn ont été bien étudiées, voir par exemple, Deheuvels (1973, 1974), Devroye et
Györfi (1985), Watson et Leadbether (1963), Silverman (1986), Nikulin & Solev (2002),
etc.

Il est facile de montrer que pour l’estimateur classique (1) on a

|E fn(x)− f (x)| ≤ ω f (hn),

où
ω f (h) = sup

|x−y|≤h
| f (x)− f (y)|,

est lemodule de continuitéde f , d’où on tire que six est un point de continuité def , alors

E fn(x) = f (x)+o(hn), n→ ∞

et donc de la loi de grands nombres il suit que

fn(x)
P→ f (x),

i.e.{ fn(x)} est une suite consistante d’estimateursfn(x) de f (x).
De la même façon comme pour l’estimateur non paramétriqueclassiqueon peut dé-

montrer, sous quelques conditions de régularité surf et K, que pour l’estimateur de type
noyau on a :

E fn(x) =
1
hn

∫ ∞

−∞
K

(
x−y
hn

)
f (y)dy→ f (x), quand n→ ∞,

lim nhnVar fn(x) = k f(x), n→ ∞,

i.e. fn(x) est un estimateur asymptotiquement sans biais pourf (x), et on en tire quefn(x)
P→

f (x), i.e.{ fn(x)} est une suite consistante d’estimateursfn(x) de f (x).
Enfin on remarque que à propos du choix de la taille de la fenêtrehn nous recomman-

dons regarder Devroue et Györfi (1985), Bretagnolle et Huber (1979), Freedman et Diaconis
(1981). Souvent pour choisirhn on pose

hn =
1

[n
∫ ∞
−∞([ f (2)(x)]2dx]1/5

[
k∫ ∞

−∞ x2K2(x)dx
]2/5.
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Chapitre 4

TESTS STATISTIQUES.

4.1 Principe des tests.

SoitX = (X1, ...,Xn)T un vecteur aléatoire ,X ∈Rn. Faisonsl’hypothèseH sur la distri-
bution deX dansRn selon laquelle cette distribution appartient à une familleP = {Pθ, θ∈
Θ} dansRn, paramétrée parθ. On noteH : θ ∈ Θ et l’ensembleΘ est appeléespace des
paramètres.
Définition 1. Soit Θ0 ⊂ Θ. Nous appelonsH0 : θ ∈ Θ0 l’hypothèse nulleselon laquelle la
distribution deX appartient à la famille

P0 = {Pθ, θ ∈Θ0} ⊂ P = {Pθ, θ ∈Θ}.
Définition 2. Si Θ = {θ} n’a qu’un seul élémentθ, i.e. la distribution deX estPθ, alors, on
dit que l’hypothèseH estsimple, sinonH estcomposée(ou multiple).

SoientΘ0⊂Θ et Θ1⊂Θ telles queΘ0
⋂

Θ1 = /0.
Définition 3. L’hypothèseH1 : θ ∈Θ1 est appeléel’alternativedeH0.
Exemple 1.Soit

Θ = [θ0,∞[⊂ R1, Θ0 = {θ0}, Θ1 = {θ > θ0}.
Dans ce cas l’hypothèseH0 : θ = θ0 , i.e.H0 : θ∈Θ0, est simple, et l’alternativeH1 : θ > θ0,
i.e.H1 : θ ∈]θ0,∞[, est composée. De même, si

Θ =]−∞,θ0], Θ0 = {θ0}, et Θ1 =]−∞,θ0[,

l’alternativeH1 : θ < θ0 est composée. Dans ces deux cas les alternativesH1 : θ > θ0 ou
H1 : θ < θ0 sontunilatérales.
Exemple 2. SoitΘ =]θ1,θ2[⊂ R1, Θ0 = {θ0}, θ1 < θ0 < θ2 et

Θ1 = Θ\Θ0 =]θ1,θ0[
⋃

]θ0,θ2[.

Ici l’alternativeH1 : θ 6= θ0, i.e.H1 : θ ∈Θ1 = Θ\{θ0}, estbilatérale(et composée).
Définition 4. On appelle modèle statistiqueparamétriqueun modèle(Rn,Bn,P ) tel qu’il
existek∈ N :

P = {Pθ, θ ∈Θ⊂ Rk},
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sinon on dit que le modèle(Rn,Bn,P ) estnon paramétrique.
Exemple 3.Soit X un vecteur aléatoire et soitH0 l’hypothèse selon laquelle la fonction de
répartition deX est continue. Dans ce cas le modèle est non paramétrique.
Exemple 4.Soit X = (X1, ...,Xn)T un échantillon,Xi suit une loi normaleN(µ,σ2), i.e.
θ = (µ,σ2)T ∈Θ, Θ = {θ :| µ |< ∞,σ2 > 0}. CommeΘ⊂ R2, on a l’exemple d’un modèle
paramétrique.

SoientX = X= (X1, ...,Xn)T un échantillon etx = (x1, ...,xn)T ∈ Rn une réalisation de
X, reçue dans l’expérience.

Soit ϕ : Rn→ [0,1] une application borélienne qu’on appellerafonction critique.
Définition 5. On dit qu’une fonction critiqueϕ déterminele test statistiquepour tester
H0 : θ ∈ Θ0 contreH1 : θ ∈ Θ1 si l’on rejetteH0 avec la probabilitéϕ(x) et onrejetteH1

avec la probabilité1−ϕ(x).
Définition 6. La fonction

βϕ(θ) = Eθϕ(X), θ ∈Θ0
⋃

Θ1, (1)

est appelléela fonction de puissancedu test, basé sur la fonction critiqueϕ.
Définition 7. La fonction

βϕ(θ), θ ∈Θ0

est appelléele risque de première espèce. C’est le risque de rejeterH0 à tort ; on constate
que le risque de première espèce est la restriction de la fonction de puissance àΘ0.
Définition 8. La fonction

βϕ(θ), θ ∈Θ1

est appelléela puissancedu test, basé sur la fonction critiqueϕ ; on costate que la puissance
est la restriction de la fonction de puissanceβϕ(θ) à Θ1.
Définition 9. La fonction

1−βϕ(θ) = E1(1−ϕ(X)) = 1−
∫

X
ϕ(x)p1(x)µ(dx), θ ∈Θ1

est appelléle risque de deuxième espèce. C’est le risque d’accepterH0 à tort.
Si ϕ est de la forme

ϕ(x) =
{

1, x ∈ K ⊂ Rn,
0, x ∈ Rn\K,

(2)

alors le test statistique, basé sur cette fonction critique, est appelépur ou non randomisé,
sinon le test estrandomisé.

L’ensembleK est appelléla région critiqueou lazone de rejetde ce test : on y rejette
H0 (et on y accepte l’alternativeH1) .

L’ensembleK̄ = Rn\K est appeléla zone d’acceptation(denon rejet) deH0.
Soit ϕ : Rn→ [0,1] une fonction critique.
Il est évident qu’en cas de test non randomisé :

βϕ(θ) = Pθ(X ∈ K), θ ∈Θ0
⋃

Θ1, (3)

et doncβϕ(θ) nous donne la probabilité avec laquelleX tombe dans la région critiqueK si
la vraie valeur de paramètre estθ.

Donc dans le cas d’un test pur le risque de première espèce est la probabilité derejeter à
tort l’hypothèseH0 quandθ ∈Θ0, lorsque l’hypothèseH0 estvraie. Le risque de deuxième
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espèce est la probabilitéd’accepterl’hypothèseH0 quandθ ∈ Θ1, lorsque l’hypothèseH0

estfausse.
Le testϕ est bon, si les erreurs sont petites. On ne peut pas les rendre simultanément

aussi petites que l’on veut, parce que, en augmentantK, l’erreur de 2-ème espèce diminue
mais l’erreur de 1-ère espèce augmente et vice versa, en diminuantK l’erreur de 1-ère
espèce diminue mais celle de 2-ème espèce augmente.

Soit H0 : θ ∈Θ0.
Le nombre

α = sup
θ∈Θ0

βϕ(θ), 0 < α < 1,

est appelé leniveau ou le seuil de significationdu testϕ, ce qui signifie que la probabilité
de rejeterH0 à tort ne devra pas dépasserα.

Le testϕ de niveauα estsans biais, si sa puissance est supérieure ou égale àα, i.e. si

βϕ(θ)≥ α pour ∀θ ∈Θ1.

Le testϕ estuniformément le plus puissant(UPP) de seuilα, si pour tout autre testψ
on a

βϕ(θ)≤ βψ(θ)≤ α ∀θ ∈Θ0,

βϕ(θ)≥ βψ(θ) ∀θ ∈Θ1.

Considérons le cas de l’hypothèseH0 et de l’alternativeH1 simples :

H0 : θ = θ0, H1 : θ = θ1.

Dans ce cas la puissance d’un test statistique non randomisé, destiné à testerH0 contreH1,
est la probabilité de rejeterH0 quand l’alternativeH1 est vraie :

π = Pθ1{X ∈ K}= βϕ(θ1),

et le niveau de signification est la probabilité de rejeterH0 à tort :

α = Pθ0{X ∈ K}= βϕ(θ0).

C’est la probabilité d’erreur de première espèce. La probabilitéβ = 1−π s’appellela pro-
babilité d’erreur de deuxième espèce.

4.2 Test de Neyman-Pearson.

Supposons queP = {Pθ0,Pθ1} est dominée par une mesureσ-finie µ et notonsf0 et f1
les densités dePθ0 etPθ1 par rapport àµ.
Lemme de Neyman-Pearson. Pour toutα ∈]0,1[ il existe des constantescα > 0 et γα ∈
[0,1] telles, que le test, basé sur la fonction critique

ϕ(x) =





1, si p1(x) > cα p0(x),
γα, si p1(x) = cα p0(x),
0, sinon,
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a le niveauα et est le plus puissant parmi tous les testsψ tels queEθ0ψ(X)≤ α.
Démonstration.
1) On cherche des constantescα et γα telles queEθ0ϕ(X) = α :

Eθ0ϕ(X) = Pθ0{p1(X) > cα p0(X)}+ γαPθ0{p1(X) = cα p0(X)}= α. (1)

Posons

F(c) = Pθ0

{
p1(X)
p0(X)

≤ c

}
, c≥ 0.

F a un sens, puisquep0(X) > 0 p.s., siX∼ p0(x).
Avec cette notation l’égalité (1) peut être écrite sous la forme

Eθ0ϕ(X) = 1−F(cα)+ γα[F(cα)−F(cα−0)] = α, (2)

puisque la fonctionF est continue à droite.
a) S’il existec : F(c) = 1−α, on peut prendrecα = c, γα = 0 pour lesquelles on a l’égalité
qu’il nous faut :

Eθ0ϕ(X) = α.

b) Sinon il existec :
F(c−0)≤ 1−α < F(c). (3)

On peut prendrecα = c et définirγ en résolvant l’équation

α = 1−F(c)+ γ[F(c)−F(c−0)].

On obtient

γ = [α−1+F(c)]/[F(c)−F(c−0)] =
F(c)− (1−α)
F(c)−F(c−0)

.

Des inégalités (3) on tire

α−1+F(c)≤ F(c)−F(c−0) et F(c)+α−1 = F(c)− (1−α) > 0,

c’est pourquoi0 < γ≤ 1.
2) On montre que le testϕ est le plus puissant. Supposons queψ est un autre test, tel que
Eθ0ψ(X)≤ α. Alors

Eθ0(ϕ(X)−ψ(X))≥ 0.

De la définition deϕ on tire :
si p1(x)−cα p0(x) > 0, alorsϕ(x) = 1≥ ψ(x) et doncϕ(x)−ψ(x)≥ 0;
si p1(x)−cα p0(x) < 0, alorsϕ(x) = 0≤ ψ(x) et doncϕ(x)−ψ(x)≤ 0;
c’est pourquoi

(ϕ(x)−ψ(x))(p1(x)−cα p0(x))≥ 0 ∀x,
∫

X

(ϕ(x)−ψ(x))(p1(x)−cα p0(x))µ(dx)≥ 0

et ∫

X

(ϕ(x)−ψ(x))p1(x)µ(dx)≥ cα

∫

X

(ϕ(x)−ψ(x))p0(x)µ(dx).
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La dernière inégalité peut s’écrire :

Eθ1ϕ(X)−Eθ1ψ(X)≥ cα(Eθ0ϕ(X)−Eθ0ψ(X))≥ 0.

C’est pourquoiEθ1ϕ(X)≥ Eθ1ψ(X), et le testϕ est plus puissant queψ.

Exemple 1.SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

H : Xi ∼ f (x;θ) = θx(1−θ)x, x∈ X , θ ∈Θ =]0,1[,

i.e. on a le modèle statistique selon lequelXi suit la loi de Bernoulli de paramètreθ, θ ∈Θ.
Notre problème consiste à tester au niveauα = 0.05 l’hypothèse nulleH0 : θ = θ0 contre
l’alternativeH1 : θ = θ1 > θ0. On remarque que dans notre modèleH il existe une statistique
exhaustive minimale unidimensionnelle (scalaire)

µn = X1 + ...+Xn.

Si l’hypothèseH0 : θ = θ0 est vraie, alors :

Pθ0{µn = x}=
(

n
x

)
θx

0(1−θ0)n−x, x∈ X n
0 = {0,1, ...,n}. (1)

Si l’alternativeH1 est vraie, alors :

Pθ1{µn = x}=
(

n
x

)
θx

1(1−θ1)n−x, x∈ X n
0 = {0,1, ...,n}. (2)

Donc le problème de testerH0 : θ = θ0 contreH1 : θ = θ1 revient au problème de tester l’hy-
pothèse queµn suit la loi BinomialeB(n,θ0) contre l’alternative queµn suit la loi binomiale
B(n,θ1), θ1 > θ0.

En fonction de la statistiqueµn le rapport de vraisemblance est

L(µn) =

(
n
µn

)
θµn

1 (1−θ1)n−µn

(
n
µn

)
θµn

0 (1−θ0)n−µn

=
(

θ1

θ0

)µn
(

1−θ1

1−θ0

)n−µn

.

On peut remarquer que
θ1

θ0
> 1 et

1−θ1

1−θ0
< 1,

et doncL(µn) est monotone enµn, d’où on tire que le meilleur test (le test de Neyman-
Pearson) de niveauα pourH0 contreH1 est basé sur la statistique

ϕ(µn) =





1, si µn > cα,
γ, si µn = cα,
0, sinon,

où les constantescα ( la valeur critique) etγ = γ0.05 sont telles que

Eθ0ϕ(µn) = Pθ0{µn > cα}+ γ(0.05)Pθ0{µn = cα}= α = 0.05. (3)
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Supposons quen= 10, θ0 = 0.25= 1/4. Si l’on choisitK = K5 = {5,6,7,8,9,10}, dans ce
cas on a

Pθ0{µn ∈ K5}=
10

∑
x=5

(
10
x

)
θx

0(1−θ0)10−x =

10

∑
x=5

(
10
x

)(
1
4

)x(
3
4

)10−x

= 0.0781> α = 0.05.

Si l’on choisitK = K6 = {6,7,8,9,10} , dans ce cas on a

Pθ0{µn ∈ K6}=
10

∑
x=6

(
10
x

)(
1
4

)x(
3
4

)10−x

= 0.0197< α = 0.05.

Donc on voit que

Pθ0{µn ∈ K5}= Pθ0{µn≥ 5}= 0.0781 et Pθ0{µn ∈ K6}= Pθ0{µn≥ 6}= 0.0197,

d’où on tire que

Pθ0{µn = 5}= Pθ0{µn≥ 5}−Pθ0{µn≥ 6}= 0.0781−0.0197= 0.0584.

On détermine à l’aide de (3) la probabilitéγ :

γ(0.05) =
α−0.0197

0.0781−0.0197
=

0.05−0.0197
0.0781−0.0197

= 0.519,

et on obtient la fonction critique du meilleur test de Neyman-Pearson de niveauα :

ϕ(µn) =





1, si µn ∈ K6,
0.519, si µn = 5,
0, sinon.

On voit que
Eθ0ϕ(µn) = 1·Pθ0{µn ∈ K6}+ γ(0.05)Pθ0{µn = 5}=

= 0.0197+0.519·0.0584= 0.050= α.

La puissance de ce test randomisé quandθ = θ1 = 1
2 est égale à

π = Eθ1{ϕ(µn)}= Pθ1{µn ∈ K6}+ γ(0.05)Pθ1{µn = 5}=

10

∑
x=6

(
10
x

)(
1
2

)x(
1
2

)10−x

+0.519

(
10
5

)(
1
2

)5(
1
2

)5

=

= 0.3770+0.519·0.2461= 0.5047.

Enfin on remarque que le risque de deuxième espèceβ = 0.4953.
Exemple 2.SoitX = (X1, . . . ,X5)T un échantillon. Trouver le plus puissant test de ni-

veauα = 0.1 vérifiant l’hypothèseH0 : U(−0.5;0.5) contre l’alternativeH1 : N(0;0.009).
Vérifier l’hypothèseH0 si des réalisations deX sont

−0.114;−0.325; 0.196;−0.174;−0.460.
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Solution.On cherche le test de Neyman-Pearson pur :

ϕ(X) =
{

1, si L1(X) > cL0(X) ;
0, sinon,

où
L0(X) = 1{−0.5≤ X(1) ≤ X(5) ≤ 0.5},

L1(X) =
1

σ5(2π)5/2
exp

{
− 1

2σ2

5
∑

i=1
X2

i

}
, σ2 = 0.009.

L’inégalitéL1(X) > cL0(X) est vraie si et seulement si

{ 5

∑
i=1

X2
i < k

}
∪

{
X(1) <−0.5

}
∪

{
X(5) < 0.5

}
.

On cherchek de condition

P0

{{ 5

∑
i=1

X2
i < k

}
∪

{
X(1) <−0.5

}
∪

{
X(5) < 0.5

}}
= P0

{ 5

∑
i=1

X2
i < k

}
= α,

où ∫
...

∫

5
∑

i=1
X2

i <R2

−0.5<Xi<0.5

dx1 · · ·dx5 = 0.1, (4.1)

oùk = R2.
Si R≤ 0.5, cette intégrale est égale à l’intégrale

I =
∫

...
∫

5
∑

i=1
X2

i <R2

dx1 · · ·dx5. (4.2)

Dans l’intégrale (1) on fait le changément de variables

x1 = r cosϕ1

x2 = r sinϕ1cosϕ2

x3 = r sinϕ1sinϕ2cosϕ3

x4 = r sinϕ1sinϕ2sinϕ3cosϕ4

x5 = r sinϕ1sinϕ2sinϕ3sinϕ4.

Le Jacobien
J = r4sin3ϕ1sin2ϕ2sinϕ3.

I =
R∫

0

r4dr

π∫

0

sin3ϕ1dϕ1

π∫

0

sin2ϕ2dϕ2

π∫

0

sinϕ3dϕ3

2π∫

0

dϕ4 =
8π2R5

15
.

Si R= 0.5,

I =
π2

60
>

9
60

=
3
20

> 0.1,
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donc (1) peut être vraie, siR< 0.5.
R satisfait l’équation

8π2R5

15
= 0.1,

donc

R5 =
3

16π2 .

On rejette l’hypothèseH0 si

5

∑
i=1

X2
i <

(
3

16π2

)5/2

où X(1) <−0.5 ou X(5) > 0.5.

Dans notre cas
5
∑

i=1
X2

i = 0.399, X(1) =−0.325, X(5) = 0.196. On a

0.399>

(
3

16π2

)5/2

l’hypothèse est accepté.

4.3 Loi multinomiale et test du chi-deux de Pearson.

Loi multinomiale.
Considérons une suite den épreuves indépendantes et supposons que dans chaque

épreuve il ne puisse se passer qu’un seul événement parmik possiblesE1,E2, . . . ,Ek, dont
les probabilités,

p1 = P(E1), p2 = P(E2), ..., pk = P(Ek),

sont positives etp1 + . . .+ pk = 1.
Notonsp = (p1, . . . , pk)T et ν = (ν1, . . . ,νk)T, ouνi est la fréquence deEi dans la suite

d’épreuves(i = 1, . . . ,k). Il est évident que les valeurs prises par lesνi sont des valeurs
entièresni , 0≤ ni ≤ n,

n1 +n2 + . . .+nk = n. (1)

Le vecteurν suit la loi multinomialede paramètresn etp :

P{ν1 = n1, . . . ,νk = nk}=
n!

n1! . . .nk!
pn1

1 pn2
2 . . . pnk

k , (2)

pour toutn1, . . . ,nk entiers, satisfaisant aux conditions (1).
Par des calculs directs, on peut établir quele vecteur des espérances,Eν, et la matrice

de covariance,

Σ = Varν = E(ν−Eν)(ν−Eν)T,
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du vecteurν sont égaux à

Eν = np, Σ = E(ν−np)(ν−np)T = n(P−ppT), (3)

ou P est la matrice diagonale dont les éléments sur la diagonale principale sontp1, . . . , pk.
Il est facile de vérifier querang(Σ) = k−1, à cause de la condition (1).

Test du chi-deux de Pearson.
Soit 1 = 1k = (1, . . . ,1)T ∈ Rk. Nous pouvons écrire que

pT1k = 1, νT1k = k.

Notons
p̃ = (p1, . . . , pk−1)T, ν̃ = (ν1, . . . ,νk−1)T, 1̃ = 1k−1,

P̃ est la matrice que l’on obtient à partir de la matriceP, en enlevant la dernière ligne
et la dernière colonne, c’est-à-dire queP̃ est la matrice diagonale dont les éléments de la
diagonale principale sontp1, .., pk−1. De la même façon on obtient la matrice

Σ̃ = n
(
P̃− p̃p̃

)T
.

Il est facile de vérifier quẽpT1̃ = 1− pk, rang(Σ̃) = k−1 et que la matrice inversẽΣ−1 de
Σ̃ est

Σ̃−1 =
1
n

(
P̃−1 +

1
pk

1̃1̃
T
)

, (4)

où P̃−1 est la matrice inverse dẽP.
Soit p0 = (p01, p02, . . . , p0k)T un vecteur arbitraire qui satisfait la condition

pT
01 = 1,

tel que tous lesp0i sont positifs, et supposons que le vecteurν suive la loi multinomiale
(2) de paramètresn et p. Dans ce cas sin→ ∞, alors d’après le théorème limite central
à plusieurs dimensions le vecteur1√n(ν̃− p̃0) est asymptotiquement distribué selon la loi

normale à(k−1) dimensions de paramètres

(p̃− p̃0) et P̃− p̃p̃T =
1
n

Σ̃.

Par conséquent la forme quadratique de Pearson

X2
n =

1
n
(ν̃−np̃0)T

(
P̃−1 +

1
pk

1̃1̃T
)

(ν̃−np̃0) (5)

est distribuée approximativement (quandn tend vers l’infini) comme la variable aléatoire
χ2

k−1(λn), où

λn = n(p̃− p̃0)
T
(

P̃−1 +
1
pk

1̃1̃T
)

(p̃− p̃0) . (6)

Comme

(ν̃−np̃0)
T P̃−1(ν̃−np̃0) =

k

∑
i=1

(νi−np0i)2

npi
(7)
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et
1̃T(ν̃−np̃0) =−(νk−np0k), (8)

la statistique de PearsonX2
n peut s’écrire :

X2
n =

k

∑
i=1

(νi−np0i)2

npi
. (9)

Théorème 1.Soit{pn} une suite de vecteurspn = (pn1, pn2, . . . , pnk)T tels quepT
n1 = 1 et

tous lespni soient positifs. Supposons que

λ̂n = n
k

∑
i=1

(pni− p0i)2

p0i
→ λ,(λ > 0) (10)

quandn→ ∞ . Dans ce cas la statistique de Pearson

X2
n =

k

∑
i=1

(νi−npni)2

npni
(11)

suit à la limite, quandn→ ∞, la même loi que la variable aléatoireχ2
k−1(λ).

Supposons que nous ayons à tester l’hypothèseH0 : p = p0. Soitx(α,k−1), le quantile
supérieur de niveauα de la distribution du chi-deux à(k−1) degrés de liberté , c’est-à-dire
que

P
{

χ2
k−1≥ x(α,k−1)

}
= α. (12)

D’aprèsle test du chi-deux de Pearson, fondé sur la statistique de PearsonX2
n , on rejette

l’hypothèseH0 si

X2
n ≥ cα = x(α,k−1). (13)

Le nombrecα s’appellela valeur critiquedu test. De (12),(13),(6) et (9) on déduit que

P
{

X2
n ≥ x(α,k−1) | H0

}→ α, quand n→ ∞. (14)

Par ailleurs si l’hypothèseH1n : p = pn est vraie, alors du Théorème 1 il résulte que

P
{

X2
n ≥ x(α,k−1) | H1n

}
= P

{
χ2

k−1(λ)≥ x(α,k−1)
}

+o(1), (15)

si

n
k

∑
i=1

(pni− p0i)2

p0i
→ λ, quandn→ ∞. (16)

Par exemple, si

pni = p0i +
δi√
n
, (17)

où
δ1 +δ2 + . . .+δk = 0,

λn = λ =
k

∑
i=1

δ2
i

p0i
. (18)
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La probabilité

βn = P
{

X2
n ≥ x(α,k−1) | H1n

}∼= P
{

χ2
k−1(λn)≥ x(α,k−1)

}
(19)

s’appellela puissance du test du chi-deux de Pearson.
Par ailleurs, la relation

P
{

X2
n ≤ x(α,k−1) | H1n

}
= 1−βn (20)

nous donne la probabilité d’erreur de seconde espèceque l’on commet en prenantH0 à tort
parce que l’on a observé l’événement{X2

n ≤ x(α,k−1)}, tandis qu’en fait c’est l’hypothèse
H1n qui est vraie. On remarque ici que plus la puissanceβn est grande, plus petite est la
probabilité de commettre l’erreur de prendreH0 à tort. Enfin, on note que pour calculer
1−βn on peut utiliser l’approximation normale de la loi du chi-deux non centrale, d’après
laquelle

1−βn = P
{

X2
n ≤ x(α,k−1) | H1n

}∼= Φ

{
x(α,k−1)− (k−1+λn)√

2(k−1+2λn)

}
, (21)

et par conséquent on obtient

βn
∼= Φ

{
k−1+λn−x(α,k−1)√

2(k−1+2λn)

}
, (22)

pourvu quek+λn soit assez grand, c’est-à-dire, en pratique, supérieur où égal à 30.
Supposons maintenant, queH1n soit telle quepn 6≡ p0 et

λn = n
k

∑
i=1

(pni− p0i)2

p0i
→ ∞, (23)

quandn→∞. Dans ce cas, de (20) il résulte que(1−βn)→ 0 et doncβn→ 1, quandn→∞
, et on dit que le test estconsistant.

Remarque sur la correction de continuité.
Si k = 2, alors

X2
n =

(ν1−np01)2

np01
+

(ν2−np02)2

np02
=

(ν1−np01)2

np01(1− p01)
, (24)

carν1 +ν2 = n. Supposons que l’hypothèseH0 soit vraie. Dans ce cas la fréquenceν1 suit
la loi binomiale de paramètresn et p01 et par conséquent du thèoreme de de Moivre-Laplace
il résulte que sin→ ∞, alors pour toutm (1≤m≤ n)

P{ν1≤m | H0}= Φ

{
m+0.5−np01√

np01(1− p01)

}
+O(

1√
n
), (25)

d’où on tire
P{ν1≥m | H0}= 1−P{ν1≤m−1 | H0}=

= Φ

{
m−0.5−np01√

np01(1− p01)

}
+O(

1√
n
). (26)
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De (25) et (26) il résulte que si nous voulons utiliser le test du chi-deux de Pearson, fondé
sur la statistiqueX2

n du niveau de signification∼= α, nous devons rejeterH0 quand

Φ

{
ν1 +0.5−np01√

np01(1− p01)

}
≤ α

2
où Φ

{
− ν1−0.5−np01√

np01(1− p01)

}
≤ α

2
. (27)

De (27) on déduit que l’on doit rejeterH0 si l’un des événements

ν1−np01√
np01(1− p01)

≤Ψ(
α
2
)− 1√

np01(1− p01)
(28)

ou
ν1−np01√

np01(1− p01)
≥−Ψ(

α
2

)+
1√

np01(1− p01)
(29)

est apparu, oùΨ(y) est la fonction inverse deΦ(x). Donc on a montré que le test du chi-
deux de Pearson à 1 degré de liberté rejetteH0 si

X2
n ≥

[
Ψ(1− α

2
)+

1

2
√

np01(1− p01)

]2

(30)

(ici nous avons utilisé l’identité :Ψ(y)+Ψ(1−y)≡ 0,y∈ [0,1].)
De la formule (30) il résulte que sik = 2, alors la valeur critiquecα du test du chi-deux doit
être égale à

cα =

[
Ψ(1− α

2
)+

1√
np01(1− p01)

]2

(31)

pour avoir le niveau du test∼= α .
Test du chi-deux pour des données de Mendel.
Dans ses expériences Mendel a observé 315 pois ronds et jaunes, 108 pois ronds et

verts, 101 pois ridés et jaunes, 32 pois ridés et verts. Au total Mendel a observé 556 pois.
D’après l’hypothèseH0 de Mendel les probabilitésp1, p2, p3, p4 d’observer un pois Rond et
Jaune, un pois Rond et vert, un pois ridé et Jaune, un pois ridé et vert sont proportionnelles
à 9,3,3 et 1 respectivement (voir Remarque 1). Peut-on dire que les données de Mendel sont
en accord avec son hypothèseH0 ?

Notonsn le nombre total des pois (dans l’expérience de Mendeln = 556), et soitν =
(ν1,ν2,ν3,ν4)T est le vecteur des fréquences des événements que Mendel a observés :

ν1 = 315,ν2 = 108,ν3 = 101,ν4 = 31.

Dans notre modèle le vecteurν suit la loi multinomiale de paramètresnetp =(p1, p2, p3, p4)T,
où

p1 + p2 + p3 + p4 = 1, pi > 0.

Si l’hypothèse de Mendel est vraie, alors

p1 =
9
16

, p2 =
3
16

, p3 =
3
16

, p4 =
1
16

.

Pour tester l’hypothèse de Mendel on peut utiliser le test du chi-deux de Pearson, fondé sur
la statistique de Pearson
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X2
n =

4

∑
i=1

(νi−npi)2

npi
,

dont la distribution (sous l’hypothèseH0) est proche de la distribution du chi-deux àf =
4− 1 = 3 degrés de liberté. Choisissonsα = 0.05. Dans ce cas la valeur critiquecα =
χ2

3(α) = 7.81. Comme pour les données de Mendel

X2
n = 0.470< χ2

3(0.05) = 7.81,

nous ne rejetons pas l’hypothèseH0, considérant que les données de Mendel sont en bon
accord avec son hypothèse.
Remarque 1.On croise différentes variétés de petits pois. A la première génération, on
obtient les différentes catégories suivantes : Ronds et Jaunes, Ronds et verts, ridés et Jaunes,
ridés et verts, sachant que :
dans les caractères de formes

le dominant est rond(R), le récessif est ridé(r) ;
dans les caractères de couleurs

le dominant est jaune(J), le récessif est vert(v).
On obtient pour la deuxième génération le tableau suivant :

Parents RJ Rv rJ rv
RJ RJ RJ RJ RJ
Rv RJ Rv RJ Rv
rJ RJ RJ rJ rJ
rv RJ Rv rJ rv

SoitRJ,Rv, rJ et rv dans les proportions 9,3,3,1.
On vient de considérer le test de Pearson pour le cas où les probabilitéspi sont connues,

ou, comme on dit, pour deshypothèses simples. La situation devient un peu plus compli-
quée, quand lespi sont inconnues ou dépendent d’un paramètreθ inconnu,pi = pi(θ). Il
y a des possibilités différentes pour testerH0, dont on dit qu’elle estcomposée.Dans le
paragraphe suivant nous allons parler d’une solution de Fisher et Cramer.
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4.4 Théorème de Fisher.

Conditions de Cramer et methode du minimum de chi-deux.
SoitX = (X1,X2, . . . ,Xn)T un échantillon ; supposons que nous voulions tester l’hypo-

thèseH0, selon laquelle les variables aléatoires indépendantesX1, ...,Xn suivent la même
loi

P{Xi ≤ x}= F(x,θ), θ = (θ1, . . . ,θs)T ∈Θ⊂ Rs,

où la fonction de la répartitionF est donnée, mais le paramètreθ est inconnu. En posant
x0 = −∞ et xk = ∞, notonsν = (ν1, . . . ,νk)T le vecteur des fréquences que nous obtenons
comme résultat du groupement des variables aléatoires sur lesk intervalles(k≥ s+2)

(x0,x1],(x1,x2], . . . ,(xk−1,xk),

qui sont choisis d’avance. Il est évident queνT1k = n, et si l’hypothèseH0 est vraie, alors
le vecteurν suit la loi multinomiale de paramètresn etp, où

p = p(θ) = (p1(θ), p2(θ), . . . , pk(θ))T

et

pi(θ) = P{X1 ∈ (xi−1,xi ] | H0}=
xi∫

xi−1

dF(x,θ) =
xi∫

xi−1

f (x,θ)dx,

où f (x,θ) est la densité deF(x,θ), si elle existe. Supposons que les conditions suivantes de
Cramer soient satisfaites :

1) il existe un nombre positifc(c > 0) tel que pour touti = 1, . . . ,k

pi(θ) > c, θ ∈Θ;

2) les fonctions∂2pi(θ)
∂θ2

j
sont continues surΘ ;

3) le rang de la matrice d’information de FisherJ(θ) = B(θ)TB(θ),

B =
∥∥∥∥

1√
pi

∂pi(θ)
∂θ j

∥∥∥∥ ,

est égal às.
Comme le paramètreθ est inconnu, Fisher a proposé de choisir pour estimateur deθ le θ̃n

qui rend minimum la variable aléatoire

X2(θ) =
k

∑
i=1

[νi−npi(θ)]2

npi(θ)

i.e.

X2(θ̃n) = min
θ∈Θ

X2(θ).

On dit queθ̃n estl’estimateur du minimum de chi-deux.Comme Fisher l’a prouvé (1928),
si l’hypothèseH0 est vraie, alors pour toutx fixé
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lim
n→∞

P
{

X2(θ̃n)≤ x
}

= P{χ2
k−s−1≤ x}.

Cramer a démontré plus tard (1946) que le résultat de Fisher reste valable si au lieu de
θ̃n on choisitl’estimateur de maximum de vraisemblanceθ∗n = θ∗n(ν1,ν2, . . . ,νk), qui rend
maximum la fonction de vraisemblance :

l(θ∗n) = sup
θ∈Θ

l(θ),

où

l(θ) =
n!

ν1!ν2!...νk!
(p1(θ))ν1 (p2(θ))ν2 . . .(pk(θ))νk .

On voit bien que l’estimateurθ∗n est obtenu à partir des données groupées, et, si la distri-
butionF(x,θ) est continue, alors la statistiqueν = (ν1, . . . ,νk)T n’est pas exhaustive et par
conséquent l’estimateurθ∗n n’est pas le meilleur, mais comme on l’a déjà dit

lim
n→∞

{
X2(θ∗n)≤ x | H0

}
= P{χ2

k−s−1≤ x}.
Exemple 1.Il a été établi qu’au cours d’une épidémie de grippe, parmi les 2000 individus
contrôlés, 181 personnes sont tombées malades une seule fois et seulement 9 personnes
ont eu cette maladie deux fois. L’hypothèseH0 selon laquelle le nombre de fois où une
personne tombe malade est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de paramètres
p etn = 2(0 < p < 1) est-t-elle vraisemlable ?

Soit X une variable aléatoire de loi binomialeB(2, p), c’est-à-dire que

P{X = i}=
(

2
i

)
pi(1− p)2−i , i = 0,1,2, 0 < p < 1.

Et soitν = (ν0,ν1,ν2)T le vecteur des fréquences observées, oùνi est le nombre des indi-
vidus qui sont tombés malades i fois,

ν0 +ν1 +ν2 = n = 2000, ν0 = 1810, ν1 = 181, ν2 = 9.

Notonsp la probabilité de tomber malade(0 < p < 1) et soitl(p) la fonction de vraisem-
blance :

l(p) =
n!

ν0!ν1!ν2!
[ (1− p)2 ]ν0 [2p(1− p) ]ν1 ( p2)ν2 =

n!2ν1

ν0!ν1!ν2!
(1− p)2ν0+ν1 p2ν2+ν1.

Il est facile de voir que les meilleurs estimateurs sans biais pour les probabilités

p0 = p2, p1 = p(1− p) et p2 = (1− p)2

sont

p̃0 =
(ν1 +2ν2)(ν1 +2ν2−1)

2n(2n−1)
, p̃1 =

(ν1 +2ν2)(ν1 +2ν0)
2n(2n−1)

,

p̃2 =
(ν1 +2ν0)(ν1 +2ν0−1)

2n(2n−1)
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respectivement, dont les réalisations observées sont

p̃0 =
199·198

4000·3999
=

4.9
2000

, p̃1 =
199·3801
4000·3999

=
94.6
200

,

p̃2 =
3801·3800
4000·3999

=
1805.9
2000

,

d’où l’on tire que

np̃0 = 4.9; 2np̃1 = 189.2; np̃3 = 1805.9.

Pour testerH0 on va utiliser le test du chi-deux, fondé sur la statistique de PearsonX2 qui
dans notre cas est distribuée approximativement (si l’hypothèseH0 est vraie) comme la
variable aléatoireχ2

f avec f = 3−1−1 = 1 degrés de liberté. On a

X2 =
2

∑
i=0

(νi−np̃i)2

np̃i
=

=
(1810−1805.9)2

1805.9
+

(181−189.2)2

189.2
+(9−4.9)24.9 =

=
(4.1)2

1805.9
+

(8.2)2

189.2
+

(4.1)2

4.9
∼= 3.795< χ2

1(0.05) = 3.841,

où χ2
1(0.05) = 3.841est le quantile du niveau 0.05 de la distribution du chi-deux à 1 degré

de liberté :

P{χ2
1 > χ2

1(0.05)}= 0.05.

CommeX2 est inférieur à la valeur critique 3.841, on ne rejette pas l’hypothèseH0.
Exemple 2.Parmi 2020 familles ayant deux enfants on a enregistré 530 familles où les

deux enfants sont des garçons et 473 familles où les deux enfants sont des filles, et dans les
1017 familles restantes les enfants sont de sexe différent. Peut-on dire, avec le niveau de
significationα = 0.1, que le nombre des garçons dans une famille de deux enfants est une
variable aléatoire qui suit une loi binomiale ? Les probabilités de naissance d’un garçon et
d’une fille sont-elles égales ?

SoitX une variable aléatoire qui suit la loi binomialeB(2, p), c’est-à-dire que

P{X = i}=
(

2
i

)
pi(1− p)2−i , i = 0,1,2, 0 < p < 1.

De plus soitν = (ν0,ν1,ν2)T le vecteur des fréquences observées, oùνi est le nombre de
familles où il y ai garçons,i = 0,1,2. Dans notre cas

ν0 +ν1 +ν2 = n = 2020, ν1 = 1017, ν0 = 473, ν2 = 530,

et donc si l’hypothèse de la binomialité est vraie, alors la fonction de la vraisemblancel(p)
peut s’écrire :

l(p) =
n!

ν0!ν1!ν2!

[
(1− p)2]ν0 [2p(1− p)]ν1

(
p2)ν2 ,

où p est la probabilité de naissance d’un garçon.
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Comme on le sait, les meilleurs estimateurs sans biais pour les probabilités

p0 = p2, p1 = p(1− p) et p2 = (1− p)2

sont

p̃0 =
(ν1 +2ν2)(ν1 +2ν2−1)

2n(2n−1)
, p̃1 =

(ν1 +2ν2)(ν1 +2ν0)
2n(2n−1)

,

p̃2 =
(ν1 +2ν0)(ν1 +2ν0−1)

2n(2n−1)
respectivement, dont les réalisations observées sont

p̃0 =
2077·2076
4040·4039

, p̃1 =
2077·1963
4040·4039

, p̃2 =
1963·1962
4040·4039

d’où l’on tire que

np̃0
∼= 533.8; 2np̃1 = 1009.4; np̃3 = 476.8.

Pour testerH0 on va utiliser le test du chi-deux, fondé sur la statistique de PearsonX2 qui
dans notre cas est distribuée approximativement (sous l’hypothèseH0) comme une variable
aléatoireχ2

f à f = 3−1−1 = 1 degrés de liberté. On a

X2 =
2

∑
i=0

(νi−np̃i)2

np̃i
=

=
(473−476.8)2

476.8
+

1017−1009.4)2

1009.4
+

(530−533.8)2

533.8
=

=
(3.8)2

476.8
+

(7.6)2

1009.4
+

(3.8)2

533.8
< 1 < χ2

1(0.1) = 2.706,

où χ2
1(0.1) = 2.706est le quantile du niveau 0.1 de la distribution de chi-deux à 1 degré de

liberté :
P{χ2

1 > χ2
1(0.1)}= 0.10.

CommeX2 est inférieur à la valeur critique 2.706, on constate que les données ne sont
pas en contradiction avec l’hypothèseH0, d’après laquelle le nombre des garçons dans une
famille est une réalisation d’une variable aléatoireX, qui suit la loi binomialeB(2, p).

Si les probabilités de naissance d’un garçon et d’une fille sont égales, la probabilitép
est égale à 0.5 (l’hypothèseH1). Dans ce cas, d’après le théorème de de Moivre-Laplace,
on obtient

P{ν1 +ν2≥ 2077| p = 0.5} ∼= 1−Φ

{
2077−0.5− 4040

2√
4040∗0.5∗0.5

}
=

= 1−Φ
{

1132
√

1010
}

= 1−Φ
{

113
63.56

}
= 1−Φ(1.778) = 1−0.9623= 0.0377.

Pour tous les niveauxα ≥ 0.04 on est obligé de rejeter l’hypothèseH1 : p = 0.5 en faveur
de l’hypothèseH2 : p > 0.5. Comme nos calculs le montrent, le meilleur estimateur sans
biais dep est

p̃ =
2077
4040

= 0.514.
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4.5 Théorème de Chernoff-Lehmann.

SoitX = (X1,X2, . . . ,Xn)T un échantillon ; supposons que nous voulions tester l’hypo-
thèseH0, selon laquelle les variables aléatoires indépendantesX1, ...,Xn suivent la même
loi

P{Xi ≤ x}= F(x,θ), θ = (θ1, . . . ,θs)T ∈Θ⊂ Rs,

où la fonction de la répartitionF est donnée, mais le paramètreθ est inconnu. En posant
x0 = −∞ et xk = ∞, notonsν = (ν1, . . . ,νk)T le vecteur des fréquences que nous obtenons
comme résultat du groupement des variables aléatoires sur lesk intervalles(k > 2)

(x0,x1],(x1,x2], . . . ,(xk−1,xk),

qui sont choisis d’avance. Si l’hypothèseH0 est vraie, alors le vecteurν suit la loi multino-
miale de paramètresn etp, où

p = p(θ) = (p1(θ), p2(θ), . . . , pk(θ))T,

pi(θ) = P{X1 ∈ (xi−1,xi ] | H0}=
xi∫

xi−1

dF(x,θ) =
xi∫

xi−1

f (x,θ)dµ(x),

où f (x,θ) est la densité deF(x,θ) par rapport à une mesure dominanteµ.
Supposons que la matrice d’information de Fisher existe :

I(θ) = EΛi(θ)ΛT
i (θ)

pour l’observationXi , où

Λi(θ) =
(

∂ ln(Xi ,θ)
∂θ1

,
∂ ln(Xi ,θ)

∂θ2
, . . . ,

∂ ln(Xi ,θ)
∂θs

)T

,

et que les conditions de Cramer 1)-3) du paragraphe précédent sont satisfaites. Dans ce
cas, il existe un estimateurθ̂n de maximum de vraisemblance basé sur les données initiales,
θ̂n=θ̂n(X1, . . . ,Xn), qui maximise la fonction de vrasemblance

L(θ) = f (X1,θ) f (X2,θ) · · · f (Xn,θ) : L(θ̂n) = sup
θ∈Θ

L(θ).

Sous des conditions supposées de régularité sur la famille{F(x,θ)} on connait le compor-
tement asymptotique de la suite{θ̂n}, quandn→ ∞ (voir, par exemple, Barra (1971), Rao
(1973)) :

√
n(θ̂n−θ) =

1√
n

n

∑
i=1

I−1(θ)Λi(θ)+op(1s),

d’où on obtient immédiatement que le vecteur
√

n(θ̂n−θ) a une distribution asymptotique-
ment normaleN(0s, I−1(θ)), quandn→ ∞.
Théorème de Lehmann et Chernoff.

En utilisant ces propriétés de l’estimateur de maximum de vraisemblanceθ̂n, Lehmann
et Chernoff ont montré (1954), que sous l’hypothèseH0
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lim
n→∞

P
{

X2(θ)≤ x
}

= P
{

χ2
k−s−1 +λ1(θ)ξ2

1 + . . .+λs(θ)ξ2
s ≤ x

}
,

où ξ1,ξ2, . . . ,ξs,χ2
k−s−1 sont des variables aléatoires indépendantes,ξi suit la loi normale

standardN(0,1), et0 < λi(θ) < 1.
StatistiqueY2

n .
D’après ce résultat on constate qu’en général il est impossible d’utiliser la statistique

standard de PearsonX2(θ̂n) pour tester des hypothèses composées, lorsqu’on utilise des
estimateurs de maximum de vraisemblacesθ̂n ou leurs équivalents. On peut tout de même
construire un test du chi-deux pour tester des hypothèses composées. NotonsΣ(θ) la matrice
de covariance de la distribution limite du vecteur1√

n

(
ν−np(θ̂n)

)
. On peut montrer (voir,

par exemple, Nikulin (1973), Nikulin et Greenwood (1990), Huber (1991)), querangΣ =
k−1. NotonsΣ−(θ) la matrice inverse généralisée deΣ(θ) et soit

Y2
n =

1
n

(
ν−np(θ̂n)

)T Σ−(θ̂n)
(
ν−np(θ̂n)

)
.

Par des calculs directs on peut vérifier que la statistiqueY2
n est indépendante du choix de la

matriceΣ−. On peut utiliser la statistiqueY2
n pour tester la validité de l’hypothèseH0 selon

laquelle la distribution des élémentsXi de l’échantillonX suit la loi F(x,θ). On a en effet
(voir, par exemple, Nikulin (1973), Greenwood et Nikulin (1996)) :

lim
n→∞

P
{
Y2

n ≤ x | H0
}

= P
{

χ2
k−1≤ x

}
.

Pour plus de détails sur la construction des tests du chi-deux, fondés sur la statistiqueY2
n , on

se reportera aux articles de Nikulin (1973), (1979), (1990), (1991), Dzhaparidze et Nikulin
(1974), Nikulin et Voinov (1989), Greenwood et Nikulin (1996), Nikulin et Seddik-Ameur
(1991). On remarque enfin, que dans les cas de l’ existence de statistiques exhausives, on
peut utiliser aussi les meilleurs estimateurs sans biais pour construire un test du chi-deux
fondé sur la statistiqueY2

n et en utilisant la technique exposée dans les articles que l’on vient
de mentionner.

4.6 Test du chi-deux pour une loi logistique.

La loi "logistique", qui a reçu son nom de Berkson et Reed (1929) est souvent utilisée.
(Entre autres, par Pearl et Reed (1920) pour le développement des levures, par Oliver (1964)
comme modèle de données agricoles et Grizzle (1961) dans le domaine de la santé Publique,
etc.)

Cette loi a une fonction de répartition dépendant de deux paramètresµ et σ > 0 :

F(x) = G( x−µ
σ ) =

1

1+exp{− π√
3

(x−µ
σ

)} ,x∈ R. (1)

Un livre vient d’être publié par Balakrishnan (1992) sur la théorie, méthodologie et appli-
cations de cette loi. Ici nous allons suivre l’article de Aguirre et Nikulin (1994).
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SoitX = (X1,X2, . . . ,Xn)T - un échantillon et supposons que nous voulions tester l’hy-
pothèseH0 selon laquelle

P{Xi < x}= G( x−µ
σ ) . (2)

Dans cette situation nous nous proposons d’utiliser les résultats précédants pour construire
un test du chi-deux.

1. Notations.
Soitg(x) = G

′
(x), et donc1

σg( x−µ
σ ) est la densité deXi sousH0,

1
σ

g( x−µ
σ ) =

πexp{−π(x−µ)
σ
√

3
}

σ
√

3
[
1+exp{−π(x−µ)

σ
√

3
}
]2 . (3)

g est paire(g(−x) = g(x)).
2. Estimation deµ et σ.
Pour estimerθ = (µ,σ)T on utilise l’estimateur̂θn = (µ̂, σ̂2)T du maximum de vraisem-

blance. On sait que
√

n(θ̂n− θ) est asymptotiquement normalN(0, I−1), où

I =
1

σ2‖Ii j‖i, j=1,2, I11 =
+∞∫

−∞

[
g′(x)
g(x)

]2
g(x)dx=

π2

9

I12 = I21 =
+∞∫

−∞

x
[

g′(x)
g(x)

]2
g(x)dx= 0,

I22 =
+∞∫

−∞

x2
[

g′(x)
g(x)

]2
g(x)dx−1 =

π2 +3
9

.

I12 = 0 carg est symétrique, et une integration par parties permet d’obtenirI11 et I22.
3. Choix des intervallessur lesquels on va comparer les fréquences observées et les

fréquences théoriques :
Supposons que l’on ait choisi un vecteurp = (p1, p2, . . . , pk)T de probabilités positives,

par exemple :

p1 = . . . = pk =
1
k
, yi = G−1(

i
k
) =−

√
3

π
ln(

k
i
−1), i = 1, . . . ,k−1,

et notonsν = (ν1, . . . ,νk)T le vecteur des effectifs que nous obtenons en regroupant les
variables aléatoiresX1, . . . ,Xn sur les intervalles

(−∞,z1],(z1,z2], . . . .,(zk−1,+∞), où zi = µ̂+ σ̂yi .

4. Test deχ2. Posons

a = (a1, . . . ,ak)T, b = (b1, . . . ,bk)T, w =−1
σ
‖ a,b ‖, où

ai = g(yi)−g(yi−1) =
π

k2
√

3
(k−2i +1),
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bi = yig(yi)−yi−1g(yi−1) =
1
k2

[
(i−1)(k− i +1) ln

k− i +1
i−1

− i(k− i) ln
k− i

i

]
,

α(ν) = k
k

∑
i=1

aiνi =
π√
3k

[
(k+1)n−2

k

∑
i=1

iνi

]
,

β(ν) = k
k

∑
i=1

biνi =
1
k

k−1

∑
i=1

(νi+1−νi)i(k− i) ln
k− i

i
,

λ1 = I11−k
k

∑
i=1

a2
i =

π2

9k2 , λ2 = I22−k
k

∑
i=1

b2
i .

Commeg est symétrique on remarque que

k

∑
i=1

ai =
k

∑
i=1

bi = 0.

NotonsB = D−pTp−WTI−1W, où D est la matrice diagonale avec les éléments1/k sur
la diagonale principale ( rangB = k−1). Notons̃ les matrices précédentes dans lesquelles
on supprime la dernière ligne pourW,p et ν et les dernières ligne et colonne deD etB.

Théorème 1. Sous l’hypothèseH0, quandn→ ∞ , le vecteurν̃ est asymptotiquement
normalement distribué avec les paramètres

Eν̃ = np̃+O(1) etE(ν̃−np̃)T(ν̃−np̃) = nB̃+O(1).

Théorème 2.Sous l’hypothèseH0 la statistique

Y2
n =

1
n
(ν̃−np̃)TB̃−1(ν̃ −np̃) = X2 +

λ1β2(ν)+λ2α2(ν )
nλ1λ2

,

converge en loi quandn→ ∞ vers une distribution deχ2
k−1.

Remarque. Considérons l’hypothèseHη selon laquelleXi suit la loi G(x−µ
σ ,η), où

G(x,η) est continue,| x |< ∞, η ∈ H et G(x,0) = G(x), η = 0 est un point limite deH.
De plus, supposons qu’il existe

∂
∂x

G(x,y) = g(x,y) et
∂

∂η
g(x,η) |η=0= Ψ(x),

où g(x,0) = g(x) = G′(x). Dans ce cas si∂
2g(x,η)

∂η2 existe et est continue pour tout x au
voisinage deη = 0, alors

P{yi−1 < Xi ≤ yi | Hη}= pi +ηci +o(η),

où ci =
yi∫

yi−1

Ψ(x)dx, i = 1, ...,k,
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et donc
lim
n→∞

P{Y2≥ x | Hη}= P{χ2
k−1(λ)≥ x},

λ =
k

∑
i=1

c2
i

pi
+

λ2α2(c)+λ1β2(c)
λ1λ2

, c = (c1,c2, ...,ck)T.

Plus de détails on peut trouver dans Aquirre (1993), Aquirre et Nikulin (1994).

4.7 Test du chi-deux dans un problème d’homogénéité.

On ak groupes de souris soumises à des traitements par différents médicaments . Les
souris d’un groupe, nommé "groupe de contrôle", ont reçu un médicament, dont les effets
ont déjà été étudiés. Pour savoir si d’autres médicaments sont meilleurs ou moins bons, on
compare les effets produit par ces médicaments à ceux du "groupe de contrôle". On vérifie
l’hypothèse d’homogénéité : cette hypothèse est vraie s’il n’y a pas de changement d’effet.
Autrement, l’hypothèse doit être rejetée. Dans ce cas, se pose le problème suivant : trouver
les groupes pour lesquels on a des effets différents de ceux du "groupe de contrôle".
Soientµ1, ..,µk des variables aléatoires indépendantes qui suivent la distribution binomiale
de paramètres(n1, p1), . . . ,(nk, pk) respectivement :

P{µi = m}= Cm
ni

pm
i (1− pi)

ni−m, m∈ {0,1, . . . ,ni}, i = 1,2, . . . ,k,

où les probabilitésp1, . . . , pk sont inconnues(0 < pi < 1; i = 1, . . . ,k). Supposons que la
variable aléatoireµk soit donnée pour "le contrôle" ; notre but est alors de tester l’hypothèse
que toutes les probabilitésp1, .., pk−1 ou quelques-unes d’entre elles sont égales àpk. Ce
problème peut être résolu si l’on suppose quemin(n1, . . . ,nk)→ ∞.

Soit ξi = µi
ni

, i = 1, . . . ,k. Alors du théorème de de Moivre-Laplace on peut tirer que

P{ξ1≤ x1,ξ2≤ x2, . . . ,ξk ≤ xk} ∼
k

∏
i=1

Φ
[
(xi− pi)

√
ni

piqi

]
,

si (
(xi− pi)

√
ni

piqi

)
= O(1),

où Φ(·) est la fonction de répartition de la loi normalleN(0,1) et qi = 1− pi , i = 1, . . . ,k.
Soit ηi = ξi−ξk, et soit

∆i = Eηi = pi− pk et σ2
i =

piqi

ni
, i = 1, ..,k.

Il est clair que le vecteur aléatoireη = (η1, . . . ,ηk−1)T a une distribution asymptotique
normale de paramètres

Eη = ∆ = (∆1, . . . ,∆k−1)T etE(η−∆)(η−∆)T = Σ,

où
Σ = diag(σ2

1,σ
2
2, . . . ,σ

2
k−1)

T +σ2
kE,
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diag(x1, . . . ,xn) est la matrice diagonale ayant les élémentsx1, . . . ,xn sur la diagonale prin-
cipale etE est la matrice d’ordre(k−1)× (k−1), dont tous les éléments sont égaux à 1.
Nous remarquons que la matriceΣ est non singulière et

Σ−1 = diag(σ−2
1 ,σ−2

2 , . . . ,σ−2
k−1)−

(
k

∑
i=1

σ−2
i

)−1

‖bi j‖,

où

bi j =
1

σ2
i σ2

j

; i, j = 1, . . . ,k−1.

Du fait que le vecteurη a une distribution asymptotique normale, il s’ensuit que la forme
quadratique

Y2 = (η−∆)TΣ−1(η−∆)

a à la limite, lorsquemin(n1, . . . ,nk)→ ∞, une distribution du chi-deux àk−1 degrés de
liberté.

Cette même forme quadratique peut être représentée sous une forme plus explicite :

Y2 =
k−1

∑
i=1

(
ηi−∆i

σi

)2

−
(

k

∑
i=1

1

σ2
i

)−1[
k−1

∑
i=1

ηi−∆i

σi

]2

. (1)

D’après la théorie générale des tests du chi-deux (voir,par exemple, Greenwood et Nikulin
(1996), Nikulin (1991)) , la distribution limite de la forme quadratiqueY2 sera la même si
tous les paramètres inconnusσ2

i sont remplacés par leurs meilleurs estimateurs sans biais

σ̂2
i = ξi

(1−ξi)
(ni−1)

, i = 1, . . . ,k.

SoitP un coefficient de confiance donné ,0.5 < P < 1, et soitxp le quantile de niveauP de
la distribution du chi-deux àk−1 degrés de liberté. Dans ce cas, la probabilitéP

{
Y2≤ xp

}
est approximativement égale àP et toutes les valeurs du vecteur(∆1, . . . ,∆k−1)T, satisfaisant
l’inégalitéY2 ≤ xp, donnent un intervalle de confiance dont le coefficient de confiance est
proche deP. Ceci peut être utilisé dans la solution du problème proposé.

Inférences statistiques.
On considère un ensemble d’hypothèses

Hr = Hr(i1, .., ir) : ∆i1 = ∆i2 = . . . = ∆ir = 0,

r = 1,2, . . . ,k−1; 1≤ i1 < i2 < .. . < ir ≤ k−1.

Nous dirons que l’hypothèseHr(i1, . . . , ir) n’est pas contradictoire avec les données de l’ex-
périence s’il existe∆∗i (i 6= i1, . . . , ir), pour lequel la valeur de la statistiqueY2 est infé-
rieure àxp. Autrement dit, l’hypothèseHr(i1, . . . , ir) doit être acceptée si , dans l’espace
(∆1, . . . ,∆k−1) de dimensionk−1, l’hyperplan défini par les équations

∆i1 = ∆i2 = . . . = ∆ir = 0

a une intersection non vide avec l’intérieur de l’ellipsoïde défini par l’inégalitéY2≤ xp.
Le but final est de choisir un sous-ensemble d’hypothèses qui ne sont pas contradictoires

avec les données de l’expérience ; puisque certaines hypothèses sont des conséquences des
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autres nous ne nous intéresserons dans ce sous-ensemble qu’aux éléments dont l’indicer
est maximal.

Considérons l’hypothèseHr(1≤ r ≤ k−1), et, sans restriction de généralité, supposons
quei1 = k− r, i2 = k− r +1, . . . , ir = k−1. Alors la statistiqueY2 aura la forme

Y2 =
k−r−1

∑
i=1

(
ηi−∆i

σi

)2

+
k−1

∑
i=k−r

(
ηi

σi

)2

−
[

k−r−1

∑
j=1

c j(η j −∆ j)+
k−1

∑
j=k−r

c jη j

]
, (2)

où

c j = σ−2
j

(
k

∑
i=1

σ−2
i

)−1/2

, j = 1, . . . ,k−1.

Il est facile de voir que la plus petite valeur de la statistiqueY2 est obtenue au point

∆i = ∆∗i = ηi−ciσ̂2
i

(
1−

k−r−1

∑
j=1

c2
j σ

2
j

)−1 k−1

∑
j=k−r

c jη j , i = 1, . . . ,k−1,

et sa valeur minimale est

Y2
∗ =

k−1

∑
i=k−r

(
ηi

σ̂i

)2

−

(
k−1
∑

i=k−r
ciηi

)2

(
1+

k−r−1
∑

i=1
c2

i σ̂2
i

) (3)

(si r = k−1, alors le dénominateur de la fraction sera supposé à 1). Il est clair que l’hypo-
thèseHr(i1, . . . , ir) doit être rejetée siY2≥ xp.

Exemple.Soit

k = 4 etn1 = n2 = n3 = n3 = 100, oùµ1 = 20, µ2 = 50, µ3 = 60etµ4 = 40.

Alors

ξ1 = 0.2, ξ2 = 0.5, ξ3 = 0.6, ξ4 = 0.4, η1 =−0.2, η2 = 0.1, η3 = 0.2.

Si on utilise le meilleur estimateur sans biaisσ̂2
i = ξi(1−ξi)/ni pour estimer le paramètre

inconnuσ2
i , i = 1, . . . ,4, on obtient

σ̂2
1 = 0.0016, σ̂2

2 = 0.0025, σ̂2
3 = 0.0024et σ̂2

4 = 0.0024;

d’où

σ̂−2
1 + σ̂−2

2 + σ̂−2
3 + σ̂−2

4 =
22.300

12
,

et

c1 = 125

√
3

223
, c2 = 80

√
3

223
, c3 =

250
3

√
3

223
.

Puisque la statistiqueY2 a ici approximativement une distribution du chi-deux à trois degrés
de liberté, pourP= 0.95la valeur critique correspondantexp estx0.95 = 7.815. Nous allons
tester l’hypothèseHr .
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A. Test de l’hypothèseH3(1,2,3). En utilisant (3), nous avons

Y2
∗ =

0.04
0.0016

+
0.01

0.0025
+

0.04
0.0024

−

−
(
−125

√
3

223
×0.2+80

√
3

223
×0.1+

250
3

√
3

223
×0.2

)2

= 45.665,

et commeP
{

χ2
3 > 45.665

)
< 10−7, l’hypothèseH3(1,2,3) doit être rejetée par tous les

tests du chi-deux dont le niveau de signification n’est pas inférieur à10−7.
B1.Test de l’hypothèseH2(2,3).Dans ce cas

Y2
∗ =

0.01
0.0025

+
0.04

0.0024
−

−
(

80

√
3

223
×0.1+

250
3

√
3

223
×0.2

)2(
1+

125×125×3
223

× 16
10.00

)−1

=

= 14.541.

CommeP
{

χ2
3 > 14.541

}
= 0.00225, l’hypothèseH2(2,3) doit être rejetée par tous les tests

du chi-deux dont le niveau de signification n’est pas inférieur à 0.00225.
B2.Test de l’hypothèseH2(1,3). Comme

Y2
∗ =

0.04
0.0016

+
0.04

0.0024
−

−
(
−125

√
3

223
×0.2+

250
3

√
3

223
×0.2

)2(
1+

80×80×3
223

× 25
10.000

)−1

=

= 40.898,

l’hypothèseH2(1,3) doit être rejetée par tous les tests du chi-deux dont le niveau de signi-
fication n’est pas inférieur àP

{
χ2

3 > 40.898
}

< 10−7.
B3. Test de l’hypothèseH2(1,2). Dans ce cas

Y2
∗ =

0.04
0.0016

+
0.01

0.0025
−

−
(
−125

√
3

223
×0.2+80

√
3

223
×0.1

)2(
1+

250×250×3
3×3×223

× 24
10.000

)−1

=

= 25.824.

Puisque la valeur minimaleY2∗ de la statistiqueY2 dépasse la valeur critiquex0.95 = 7.815,
l’hypothèseH2(1,2) doit ausi être rejetée.

C1. Test de l’hypothèseH1(1). Comme

Y2
∗ =

0.04
0.0016

−
(
−125

√
3

223
×0.2

)2(
1+

48
223

+
50
223

)−1

== 19.159> 7.815,

cette hypothèse doit être rejetée aussi.
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C2. Test de l’hypothéseH1(2). Ici la plus petite valeur de la statistiqueY2 est égale à

Y2
∗ =

0.01
0.0025

−
(

80

√
3

223
×0.1

)2(
1+

75
223

+
50
223

)−1

= 3.448,

ce qui est sensiblement plus petit que la valeurs critique choisiex0.95, c’est pourquoi l’hy-
pothèseH1(2) n’est pas rejetée ; nous obtenons les estimateurs nouveaux

∆∗1 =−0.2−80

√
3

223
×0.1×125

√
3

223
×0.0016

(
1− 75

223
− 50

223

)−1

=

=−0.249,

et

∆∗3 =−0.2−80

√
3

223
×0.1× 250

3

√
3

223
×0.0024

(
1− 75

223
− 50

223

)−1

=

= 0.151.

C3. Test de l’hypothéseH1(3). Puisque

Y2
∗ =

0.04
0.0024

−
(

250
3

√
3

223
×0.2

)2(
1+

75
223

+
48
223

)−1

= 14.258,

alors la plus petite valeur dépasse la valeur critique et l’hypothéseH1(3) est rejetée.
Conclusion : seule l’hypothèseH1(2) peut-être acceptée d’après les résultats de l’expé-

rience, d’où il s’ensuit que∆2 = p2− p4 = 0, i.e. p2 = p4. Si cette hypothèse est vraie , il est
raisonnable de prendre comme estimateur dep4 la valeur de la statistique(µ2 +µ4)/(n2 +
n4) ; dans l’exemple présent cette quantité est égale à(ξ2 +ξ4)/2 = 0.45. Puisque

p1− p4≈ ∆∗1 =−0.249et p3− p4≈ ∆∗3 = 0.151,

nous avonsp1≈ 0.201et p3≈ 0.601.
Remarque. Pour utiliser cette approche, dans le cas général on doit tester

k−1

∑
r=1

Cr
k−1 = 2k−1−1

hypothèses. Dans la pratique pourtant il suffit de testerk−1 hypothèses. Pour cela, il est
nécessaire de calculer les relations

η2
1

σ̂2
1

, . . . ,
η2

k−1

σ̂2
k−1

et de les ranger en une suite non décroissante

(
η1

σ̂1

)2

≥
(

η2

σ̂2

)2

≥ . . .≥
(

ηk−1

σ̂k−1

)2
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(les numéros peuvent être donnés après le rangement). Alors on teste successivement les
hypothèsesHr = Hr(k− r,k− r +1, . . . ,k−1) avecr = k−1,k−2, . . . . Si, en agissant de
cette façon, on trouve que

(
ηm

σm

)2

>

(
ηm+1

σm+1

)2

= ... =
(

ηm+t

σm+t

)2

>

(
ηm+t+1

σm+t+1

)2

et qui l’hypothèseHk−m est rejetée, alors il faut tester ensuite l’hypothèseHk−m−t et non
Hk−m−1.

On remarque enfin que Bolshev et Nikulin (1975) ont considéré la solution d’un pro-
blème de homogénéité plus général pour des distributions dépendant de paramètres de trans-
lation et d’échelle.

4.8 Test duχ2 d’homogénéité pour des lois multinomiales.

ObservonsI vecteurs aléatoires indépendents

µ1 = (µ11, . . . ,µ1r)T, µ2 = (µ21, . . . ,µ2r)T, . . . , µI = (µI1, . . . ,µIr )T,

avec l’hypothèseH :

µi ∼Mr(ni ,pi), (1)

oùn1,n2, . . . ,nI sont des entiers positifs,pi = (pi1, . . . , pir )T ∈ Rr ,

pi1 + pi2 + . . .+ pir = 1, i = 1,2, . . . , I . (2)

Puisque les vecteursµ1, . . . ,µI sont indépendants, alors, sous l’hypothèseH, la fonction de
vraisemblanceL(p1, . . . ,pI ) est

L(p1, . . . ,pI ) =
n1!n2! · · ·nI !

µ11! · · ·µ1r !µ21! · · ·µIr !
pµ11

11 · · · pµ1r
1r pµ21

21 · · · pµ2r
2r · · · pµI1

I1 · · · pµIr
Ir . (3)

Si nous supposons que toutes les probabilitéspi j sont connues, alors, d’après le théorème
de Pearson, la statistique

X2 =
I

∑
i=1

r

∑
j=1

(µi j −ni pi j

ni pi j

)2

(4)

a pour distribution limite lorsquen→ ∞ la distribution duχ2 avec f = I(r −1) degrés de
liberté :

lim
n→∞

P{X2≤ x | H}= P{χ2
I(r−1) ≤ x}.

Supposons maintenant que tous les vecteurspi sont inconnus. Dans ce cas, nous devons
estimerI(r−1) paramètrespi j . Sous l’hypothèseH, les estimateurs de vraisemblance des
pi j sont

p̂i j =
µi j

N
, j = 1,2, . . . , r; i = 1,2, . . . , I , (4)
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oùN = n1 +n2 + . . .+nI . Supposons qu’on fasse l’hypothèseH0 :

p1 = p2 = . . . = pI = p, (5)

cela signifie que, sous cette hypothèseH0 toutes les distributions multinomiales (2) des
vecteurs aléatoiresµi ont le même vecteur de probabilitésp = (p1, . . . , pr)T qu’on a besoin
d’estimer, si nous voulons faire de l’inférence statistique . Il est évident que sous l’hypo-
thèseH0, on a seulement besoin d’estimerr−1 paramètresp1, p2, . . . , pr−1, puisque

p1 + p2 + . . .+ pr = 1.

Pour testerH0 on peut construirele test d’homogeneité duχ2 bien connu, basé sur la
variable aléatoire de Pearson (le paramètep est inconnu !), qui sousH0 peut s’écrire :

X2 =
I

∑
i=1

r

∑
j=1

(µi j −ni p j)2

ni p j
. (6)

Tout d’abord reécrivons la fonction de vraissemblanceL(p) de nos données sousH0. En
utilisant (3) et en posant

ν = (ν1, . . . ,νr)T = µ1 + . . .+µI , (7)

où

ν j =
I

∑
i=1

µi j , j = 1,2, . . . , r andν1 +ν2 + . . .+νr = N, (8)

on obtient d’après (3), (5) et (8) que

L(p) =
N!

ν1!ν2! . . .νr !
pν1

1 pν2
2 · · · pνr

r . (9)

Pour trouver l’estimateur de maximum de vraissemblancep̂ dep sousH0, on considère :

lnL(p) = ln(const)+
r

∑
i=1

νi ln pi , (10)

d’où nous obtenons le système

∂
∂p j

L(p) =
ν j

p j
− νr

pr
= 0, j = 1,2, . . . , r−1, (11)

pour lequel la solution est̂p = (p̂1, p̂2, . . . , p̂r)T, p̂r = 1− p̂1− p̂2− . . .− p̂r−1, où

p̂ j =
ν j

N
, j = 1,2, . . . , r. (12)

Par suite, de (12) on obtient :

prν j = νr p j , j = 1,2, . . . , r, (13)

ce qui implique
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pr

r

∑
j=1

ν j = νr

r

∑
j=1

p j , (14)

d’où

p̂r =
νr

N
. (15)

En substituant (15) dans (13) on obtient (12).
Nous pouvons maintenant, pour testerH0, utiliser la statistique de Pearson :

X2(p̂) =
I

∑
i=1

r

∑
j=1

(µi j −ni p̂ j)2

ni p̂ j
= N

(
I

∑
i=1

r

∑
j=1

µ2
i j

niν j
−1

)
. (16)

D’après le théorème de Cramer,

lim
n→∞

P{X2(p̂)≤ x | H0}= P{χ2
(I−1)(r−1) ≤ x}, (17)

puisque le nombre de paramètres estimés estr−1, d’où

f = I(r−1)− (r−1) = (I −1)(r−1), (18)

et f est le nombre de degrés de liberté de la distribution limite duχ2.
Exemple 1.Supposons que deux groupes de 300 étudiants chacun passent le même examen.
Dans le 1er groupe 144 étudiants obtiennent une très bonne note, 80 une bonne note, 43
une note passable, et 33 une mauvause note. Pour le second groupe, la distribution est
la suivante : 154 trés bonnes notes, 72 bonnes, 35 moyennes et 39 mauvaises. Pouvons
nous dire que les 2 groupes sont homogènes, ce qui signifie que nous avons observé les
réalisations de 2 vecteurs aléatoires ayant la même distribution discrète ?

On peut présenter les données à l’aide du tableau suivant :

i µi1 µi2 µi3 µi4

1 144 80 43 33
2 154 72 35 39

(19)

Soientµi = (µi1,µi2,µi3,µi4)T (i = 1,2) les 2 vecteurs aléatoires dont les réalisations sont
présentées dans le tableau et soitH0 l’hypothèse nulle selon laquelleµ1 and µ2 ont la
même distribution multinomialeM4(300,p), où p est un vecteur inconnu de probabilités
p = (p1, p2, p3, p4)T, avec p1 + p2 + p3 + p4 = 1. Sous l’hypothèseH0, l’estimateur de
maximum de vraissemblance dep estp̂ = (p̂1, p̂2, p̂3, p̂4)T, où

p̂1 =
298
600

, p̂2 =
152
600

, p̂3 =
78
600

, p̂4 =
72
600

, (20)

puisque dans l’exemple :

N = n1 +n2 = 300+300= 600,

ν1 = µ11+µ21 = 298, ν2 = µ12+µ22 = 152,

ν3 = µ13+µ23 = 78, ν4 = µ14+µ24 = 72,
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et p̂i = νi/N. Pour testerH0 on peut construire un test duχ2, basé sur la statistique (16).
D’après nos données nous avons :

X2(p̂) = 2

{(
33−30072

600

)2

36
+

(
43−30078

600

)2

39
+

(
80−300152

600

)2

76
+

(
144−300298

600

)2

149

}
=

= 2

(
9
36

+
16
39

+
16
76

+
25
149

)
< 2

(
1
4

+
1
2

+
1
4

+
1
5

)
= 2.4 < χ2

3(0.05) = 7.815.

Puisque

X2(p̂) < χ2
3(0.05) = 7.815, (21)

on peut accepterH0, si on prendα = 0.05.

4.9 Test du χ2 pour l’indépendance dans une table de
contingence.

Supposons que les données sont telles que chacune desn observations peut être clas-
sée dans une desK = I · J, (nombre fini) de catégories possibles suivant deux attributs
Ai ,B j (i = 1,2, . . . , I ; j = 1,2, . . . ,J). Dans ce cas les données peuvent être présentées dans
un tableau de contingence àI lignes etJ colonnes. On noterapi j la probabilité pour une
observation d’être classée à lai-ème ligne etj-ème colonne du tableau, ce qui signifie que
cette observation possède les attributsAi et B j . Notonsνi j le nombre des observations pla-
cées à lai-ème ligne etj-ème colonne. On a alors

I

∑
i=1

J

∑
j=1

νi j = n and
I

∑
i=1

J

∑
j=1

pi j = 1. (1)

Soit pi· la probabilité marginale que l’observation soit à lai-ème ligne et soitp· j la proba-
bilité marginale que l’observation soit à laj-ème colonne du tableau. Il est clair que

pi· =
J

∑
j=1

pi j andp· j =
I

∑
i=1

pi j . (2)

Nous avons bien sûr :

I

∑
i=1

pi· =
J

∑
j=1

p· j = 1. (3)
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On peut présenter le modèle avec les deux tableaux :

B1 · · · B j · · · BJ

A1 p11 · · · p1 j · · · p1J p1·
Ai pi1 · · · pi j · · · piJ pi·
AI pI1 · · · pI j · · · pIJ pI ·

p·1 · · · p· j · · · p·J 1

Tab. 1

B1 · · · B j · · · BJ

A1 ν11 · · · ν1 j · · · ν1J ν1·
Ai νi1 · · · νi j · · · νiJ νi·
AI νI1 · · · νI j · · · νIJ νI ·

ν·1 · · · ν· j · · · ν·J n

Tab. 2
Si on connait les véritables probabilitéspi j , alors la statistique

X2 =
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(νi j −ni pi j

ni pi j

)2

(4)

a pour distribution limite lorsqueminni →∞ une distribution duχ2 avecf degrés de liberté,

f = K−1 = I ·J−1, (5)

où

lim
n→∞

P{X2≤ x | H0}= P{χIJ−1≤ x}. (6)

Si les pi j sont inconnus, nous devons les estimer. Supposons que nous nous intéressons à
l’hypothèseH0 d’après laquelle les classements dans les lignes et les colonnes sont indé-
pendants, i.e.,

P{AiB j}= pi j = P{Ai}P{B j}= pi·p· j . (7)

Dans notre modèle, la fonction de vraissemblance est :

L(p) =
n!

ν11! · · ·νIJ!
pν11

11 · · · pνIJ
i j =

n!
ν11! · · ·νIJ!

I

∏
i=1

J

∏
j=1

p
νi j
i j . (8)

Sous l’hypothèseH0 nous avons

L(p) =
n!

ν11! · · ·νIJ!

I

∏
i=1

J

∏
j=1

p
νi j
i j

=
n!

ν11! · · ·νIJ!

(
I

∏
i=1

J

∏
j=1

p
νi j
i·

)(
I

∏
i=1

J

∏
j=1

p
νi j
· j

)
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=
n!

ν11! · · ·νIJ!

(
I

∏
i=1

pνi·
i·

)(
J

∏
j=1

p
ν· j
· j

)
, (9)

où

νi· =
J

∑
j=1

νi j andν· j =
I

∑
i=1

νi j , (10)

et en prenant les logarithmes, on obtient

lnL(p) = const+
I

∑
i=1

νi· ln pi·+
J

∑
j=1

ν· j ln p· j .

Pour trouver le vecteur informantΛ(p) nous dérivonslnL(p) par rapport àpi· et p· j :

Λ(p) =
∂

∂p
lnL(p) =

(
∂ lnL(p)

∂p1·
, . . . ,

∂ lnL(p)
∂pI ·

,
∂ lnL(p)

p·1
, . . . ,

∂ lnL(p)
∂p·J

)T

, (12)

où

∂ lnL(p)
∂pi·

=
νi·
pi·
− νI ·

pI ·
, i = 1,2, . . . , I −1; (12)

et
∂ lnL(p)

∂p· j
=

ν· j
p· j
− ν·J

p·J
, j = 1,2, . . . ,J−1. (13)

En utilisant

pI · = 1−
I−1

∑
i=1

pi· andp·J = 1−
J−1

∑
j=1

p· j , (14)

de (12)-(13) on tire les estimateurs de maximum de vraisemblance depi· andp· j :

p̂i· =
νi·
n

and p̂· j =
ν· j
n

, (15)

d’où les estimateurs de maximum de vraissemblance des probabilitéspi j sont

p̂i j = p̂i· · p̂· j =
νi·
n

ν· j
n

. (16)

Dans ce cas, d’après le théorème de Fisher, sous l’hypothèseH0 la statistique de Pearson

X2 =
I

∑
i=1

J

∑
j=1

(νi j −np̂i· p̂· j)2

np̂i· p̂· j
= n

(
I

∑
i=1

J

∑
j=1

ν2
i j

νi·ν· j
−1

)
(17)

a pour distribution limite lorsquen→ ∞, la distribution duχ2 à f degrés de liberté,

f = IJ− (I −1)− (J−1)−1 = (I −1)(J−1)

et donc

lim
n→∞

P{X2≤ x | H0}= P{χ2
(I−1)(J−1) ≤ x}. (18)
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On peut utiliser ce résultat pour construire un test duχ2 pour l’hypothèseH0 au seuil de
significationα. D’après ce test on doit rejeterH0 si

X2 > χ2
f (α),

où χ2
f (α) est leα-quantile supérieur(0 < α < 0.5) de la distribution duχ2 à f = (I −

1)(J−1) degrés de liberté.
Considérons le casI = J = 2. Alors au lieu du tableau 2 nous avons le tableau connu

comme le tableau2×2.

ν11 ν12 ν1·
ν21 ν22 ν2·
ν·1 ν·2 n

Tab. 3

De façon evidente, sous l’hypothèseH0, au lieu du tableau 1, nous aurons le tableau 4,

B1 B2

A1 pP qP P
A2 pQ qQ Q

p q

Tab. 4
où

P = P(A1), Q = P(A2) = 1−P, p = P(B1), q = P(B2) = 1− p.

On peut vérifer qu’après quelques manipulations, la statistique de Pearson (17) peut s’écrire

X2 =
n(ν11ν22−ν21ν12)2

ν1·ν2·ν·1ν·2
, (19)

et d’après (18) il s’ensuit

lim
n→∞

P{X2≤ x | H0}= P{χ2
1≤ x}. (20)

Exemple 1.Considérons un groupe de 300 étudiants qui ont passé un examen partiel en
mathématiques. Parmi eux, 97 ont obtenu une très bonne note : A et les 203 autres une note
inférieure : B. A la fin de l’année, ces étudiants passent l’examen final de mathématiques
et cette fois-ci 48 d’entre eux obtiennent une très bonne note A et parmi eux 18 seulement
ont obtenu une très bonne note au partiel. Cela signifie que 18 étudiants ont obtenu une très
bonne note à la fois à l’examen partiel et à l’examen terminal.

En utilisant ces données nous pouvons construire un test duχ2 au niveau de signification
α = 0.1, pour tester l’hypothesisH0 de l’indépendance d’obtention d’une très bonne note à
chacun des 2 examens.

Tout d’abord, présentons les données dans le tableau2×2 suivant :
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exam partiel Total
A B

exam A 18 30 48
f inal B 79 173 252

Total 97 203 300

Tab. 5

exam partiel Total
A B

exam A pP qP P
f inal B pQ qQ Q

Total p q 1

Tab. 6

Les estimateurs de maximum de vraisemblance dep etP sont

p̂ =
ν·1
n

=
97
300

et P̂ =
ν1.

n
=

48
300

.

La valeur de la statistique de PearsonX2 donnée par (17), peut être évaluée en utilisant la
formule (19) selon laquelle

X2 =

(
18− 48·97

300

)2

48·97
300

+

(
30− 48·203

300

)2

48·203
300

+

(
79− 252·97

300

)2

252·97
300

+

(
173− 252·203

300

)2

252·203
300

=

=
300(18·173−30·79)2

97·203·48·252
=

100(248)2

97·203·64·7

=
200
203

· 93
97
· 31
42

< 1.

Sous l’hypothèseH0 la statistiqueX2 de Pearson est distribuée approximativement comme
χ2

1, et donc on accepteH0, puisque la valeur observée deX2 est inférieure àχ2
1(0.1) = 2.706.
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4.10 Test du Chauvenet pour la détection des observa-
tions aberrantes.

Le test de Chauvenet est une règle ancienne destinée à détecter au moins une valeur
aberrante dans une série de mesures et à l’éliminer. Cette règle est basée sur unr propriété
simple de l’espérance mathématique. Ici nous allons suivre l’idée de L.Bolshev (1961) sur
la présentation du test de Chauvenet (voir aussi Voinov et Nikulin (1996)).

Considéronsn variables aléatoires indépendantesY1, ...,Yn, n≥ 3, de même loi et soity
un nombre réel donné.

Soit

N =
n

∑
j=1

1[y,+∞[(Yj)

La statistiqueN suit une loi binomiale de moyenne :

E(N) = nP(Y1≥ y) = np,

où p = P{Y1≥ y}. Pour avoir l’égalitéE(N) = α, α > 0, il faut choisiry = y(α) comme la
solution de l’équation

P{Y1 > y}=
α
n

. (1)

Dans ce cas il est facile de vérifier que

β = P
{

max
1≤i≤n

Yi > y(α)
}

= 1−{1−P{Y1≥ y(α)}}n =

1−
(

1− α
n

)n
= 1−e−α +o(1) (n→ ∞),

et donc siα est suffisamment petit,

P
{

max
1≤i≤n

Yi > y(α)
}
' α.

Notons que Chauvenet lui-même a suggéré de choisirα = 1/2n. Considérons l’hypothèse
H0 selon laquelle

P{Yi ≤ y}= F(y), ∀i ∈ [1,n],

oùF est une fonction de repartition donnée, etH1 est alternative d’après laquelle

P{Yi ≤ y}= (1− ε)F(y)+ εG(y), i = 1, ...,n, (0 < ε <
1
2
),

oùG est une fonction de répartition telle queG(y) < F(y) pour touty.
Dans ce cas la région critique déterminée pour la règle de Chauvenet est :

{N≥ 1}⇔
{

max
1≤i≤n

Yi > y(α).
}

Le niveau de signification du test (pourn grand etα petit) est approximativementα. On
peut même, en utilisant l’inégalité de Bonferroni, estimer l’erreur relative entre le seuil du
test etα, et ce pour toutα et pour toutn.
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Chapitre 5

REGRESSION

5.1 Régression linéaire

5.1.1 Modèle de la régression linéaire

On considère le problème de la prédiction d’une ou plusieurs caractéristiques d’une
variable aléatoireY à l’aide de variables explicatives (covariables)x1, ...,xm. Par exemple,
on considère la prédiction de l’espérance du prixY d’une voiture d’une certaine marque
lorsqu’on connaît l’âgex1, la puissancex2 et le kilométragex3 de cette voiture.

Même si les valeurs dex1, ...,xm sont fixées, la variable aléatoireY peut prendre des
valeurs différentes, parce qu’il y a souvent d’autres facteurs qui interviennent. Par exemple,
les prix de voitures qui ont le même âge, la même puissance et le même kilométrage ne sont
pas forcément les mêmes, à cause de facteurs tels que le nombre des pannes, la présence ou
l’absence de garage spécifique, le régime de travail, les conditions climatiques, le lieu de
vente, etc.

Notons
x = (x0,x1, ...,xm)T , x0 = 1, M(x) = E(Y|x).

La fonctionM(x) est appelée lafonction de régression. On suppose queM(x) est une com-
binaison linéaire des covariablesxi :

M(x) = β0 +β1x1 + ...+βmxm = βTx, (1)

où β = (β0, ...,βm)T est un paramètre inconnu.
Pour faire l’estimation on effectuen expériences. Lai-ème expérience a lieu sous la

covariablex(i) = (xi0, ...,xim), xi0 = 1.

On observe des valeurs de la variable dépendante ( ou expliquée)Yi . Donc on a un
échantillon

(x(1),Y1), ...,(x(n),Yn).

Le modèle de la régression linéaire
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Yi = β0 +β1xi1 + ...+βmxim +ei ,

oùe1, ...,en sont des variables aléatoires i.i.d.,

E(ei) = 0, Var (ei) = σ2, i = 1, ...,n.

Donc on a
Yi = M(x(i))+ei , i = 1, ...,n,

oùM(x) est donné par la formule (1). Sim= 1, on a le modèle derégression linéaire simple,
et sim> 1, on a le modèle derégression linéaire multiple.

Notons

X =




1 x11 · · · x1m

· · · · · · · · · · · ·
1 xn1 · · · xnm




n×(m+1)

, e= (e1, ...,en)T , Y = (Y1, ...,Yn)T .

Alors le modèle peut être écrit

Y = Xβ+e, où E(e) = 0n, Var (e) = σ2In. (2)

Dans ce modèle le vecteureest interprèté comme levecteur des erreurs.

5.1.2 Codage des covariables

Si la j-ème variable explicativex j dans (1) est dicrète et mesurée sur une échelle nomi-
nale, par exemple la couleur, la race, etc., et prendk j valeurs différentes, on peut utiliser ,
au lieu dex j , le vecteurzj = (zj,1, ...,zj,k j−1) des codes, qui prendk j valeurs différentes :

z(0)
j = (0, ...,0), z(1)

j = (1,0, ...,0), z(2)
j = (0,1,0, ...,0), ....,z(k j−1)

j = (0, ....,0,1)

et le modèle (1) est modifié :

M(x) = β0 +β1x1 + ...+
k j−1

∑
i=1

β ji zji + ...+βmxm. (3)

On note que
k j−1

∑
i=1

β ji zji = βT
j zj

où βT
j = (β j1, ...,β j,k j−1). Si, par exemple,x j est la couleur qui prend 3 valeurs (noir, bleu,

blanc), on considère le vecteurzj = (zj1,zj2) qui prend les valeurs

z(0)
j = (0,0) - (noir), z(1)

j = (1,0) - (bleu), z(2)
j = (0,1) - (blanc).

Si x j est le sexe (masculin, féminin), on considère la variablezj qui prend les valeurs

z(0)
j = 0 (masculin) et z(1)

j = 1 (féminin).

Parfois le codage est différent : (-1,...,-1), (1,0,...,0),...,(0,0,...,1), etc.
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5.1.3 Interprétation des coefficientsβ.

Notons que lorsqu’on prend deux valeursx(1)
j etx(2)

j dex j dans (1), alors

β j(x
(2)
j −x(1)

j ) = M(x1, ...,x
(2)
j , ...,xm)−M(x1, ...,x

(1)
j , ...,xm).

Donc
β j(x

(2)
j −x(1)

j )

(soit β j , si x(2)
j − x(1)

j = 1) représentele changement de la valeur moyenne de la variable

expliquéeY quandx j passe dex(1)
j à x(2)

j tandis que toutes les autres covariables restent les
mêmes.

Il faut souligner que dans le modèle (1) le changement de la moyenne deY est le même
pour n’importe quelles valeurs fixées des autres covariablesxl (l 6= j), c’est à dire qu’ il n’y
a pas d’interaction entre les covariables.

Si x j est discrète et mesurée sur une échelle nominale, alors

β ji = M(x1, ...,z
(i)
j , ...,xm)−M(x1, ...,z

(0)
j , ...,xm).

Donc β ji représente le changement de la moyenne de la variable dépendanteY quandzj

passe dez(0)
j à z(i)

j tandis que toutes les autres covariables gardent les mêmes valeurs. Par
exemple, six j est la couleur (noire, blanche ou bleue),β j2 représente le changement de

la moyenne deY qui correspond au changement dex j de la couleur noire (zj = z(0)
j ) à la

couleur blanche (zj = z(2)
j ).

5.1.4 Modèle avec interactions

Si l’effet du changement de la valeur de la covariablex j est différent pour des valeurs
différentes des autres covariables, c’est qu’on a une interaction entrex j et ces covariables.
Alors le modèle (1) peut être modifié pour mettre en lumière l’effet de cette interaction. Par
exemple, dans le cas de deux covariables, on a le modèle

M(x) = β0 +β1x1 +β2x2 +β3x1x2, (4)

et dans le cas de trois covariables :

M(x) = β0 +β1x1 +β2x2 +β3x3 +β4x1x2 +β5x1x3 +β6x2x3 +β7x1x2x3. (5)

S’il y a une interaction dans le casm= 2 par exemple, alors

M(x(2)
1 ,x2)−M(x(1)

1 ,x2) = (β1 +β3x2)(x
(2)
1 −x(1)

1 ),

donc la moyenne deY dépend non seulement de la différencex(2)
1 − x(1)

1 mais aussi de la
valeur de la deuxième covariablex2.

245



Si, par exemple,Y est le prix (en Frs.),x1 est l’âge (en années),x2 est la puissance (
en cm3), d’une voiture d’une certaine marque et s’il y a une interaction entre l’âge et la
puissance, il est évident que la valeur de la voiture diminue annuellement mais cette baisse
du prix est différente pour des voitures de différentes puissances. Pour la voiture ayant la
puissancex2 cm3 la baisse du prix annuelle est deβ1 + β3x2 (Euros.). Voir aussi la section
Décomposition orthogonale de Fisher.

5.1.5 Estimateurs des moindres carrés

On cherche l’estimateur̂β qui minimise la somme des carrés

SS=
n

∑
i=1

(Yi−β0−β1xi1− ...−βmxim)2 = (Y−Xβ)T(Y−Xβ).

En dérivantSSpar rapport àβ j on a

∂SS
∂β j

=−2
n

∑
i=1

xi j (Yi−β0− ...−βmxim), ( j = 0, ...,m),

d’où on obtient le système de(m+1) équations linéaires (j=0,...,m) :

β0

n

∑
i=1

xi j xi0 +β1

n

∑
i=1

xi j xi1 + ...+βm

n

∑
i=1

xi j xim =
n

∑
i=1

αi jYi , (6)

ou
XTXβ = XTY.

Si la matriceA(m+1)×(m+1) = XTX n’est pas dégénérée, alors on a

L’estimateur des moindres carrés deβ :

β̂ = (XTX)−1XTY. (7)

Si x = (1,x1, ...,xm)T est un vecteur de covariables donné,

M(x) = E(Y|x) = βTx,

alors on obtient
L’estimateur de l’espéranceM(x) = E(Y|x) est :

M̂(x) = β̂
T
x = β̂0 + β̂1x1 + ...+ β̂mxm.

Notons

Ŷi = M̂(x(i)) = β̂
T
x(i), Ŷ = (Ŷ1, ...,Ŷn)T , ê= (ê1, ..., ên)T , Ȳ =

1
n

n

∑
i=1

Yi .

Les variables aléatoireŝYi et Yi sont appelées respectivement les valeurspréditeset
observéesdesYi ,et lesêi = Yi−Ŷi sont lesrésidus estimés@ùdes erreurs apparentes. On
a

Ŷ = Xβ̂, ê= Y−Ŷ = Y−Xβ̂ = e+X(β− β̂). (8)
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5.1.6 Propriétés des estimateurs

.

Notons

B = B(m+1)×n = (XTX)−1XT , H = Hn×n = In−X(XTX)−1XT .

Alors
β̂ = BY, ê= HY. (9)

Il faut remarquer que

HH = H, HT = H, BBT = B, BH = 0(m+1)×n. (10)

Lemme 1. Si det(XTX) 6= 0, alors

a) XTH = 0m×n, XTe= 0m+1, Ŷ
T
e= 0, (11)

b) YTY = Ŷ
T
Ŷ + êT ê,⇔‖Y‖2 = ‖Ŷ‖2 +‖ê‖2, (12)

c) ∑n
j=1(Yj −Ȳ)2 = ∑n

j=1(Ŷj −Ȳ)2 +∑n
j=1(Yj −Ŷj)2, (13)

d) ∑n
i=1Yi = ∑n

i=1Ŷi , (14)

e) eTe= êT ê+(Ŷ−Xβ)T(Ŷ−Xβ). (15)

Démonstration.
a) On a

XTH = XT −XTX(XTX)−1XT = 0n×n,

donc
XT ê= XTHY = 0m+1, Ŷ

T
ê= β̂

T
XT ê= 0.

b) D’après (11)

YTY = (Ŷ + ê)T(Ŷ + ê) = Ŷ
T
Ŷ +Ŷ

T
ê+ êTY + êT ê= Ŷ

T
Ŷ + êT ê.

c) L’égalité (12) peut être écrite sous la forme

∑Y2
j = ∑Ŷ2

j +∑(Yj −Ŷj)2.

Alors
n

∑
j=1

Y2
j −nȲ2 =

n

∑
j=1

Ŷ2
j −nȲ2 +

n

∑
j=1

(Yj −Ȳj)2
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et donc
n

∑
j=1

(Yj −Ȳ)2 =
n

∑
j=1

(Ŷj −Ȳ)2 +
n

∑
j=1

(Yj −Ŷj)2.

d) La première ligne deXT est1n = (1, ...,1)T , donc l’égalitéXT ê= 0m+1, démontrée dans
a), implique

1T
n ê=

n

∑
i=1

êi = 0 et donc
n

∑
i=1

Yi =
n

∑
i=1

Ŷi .

e) D’après (2) et (11) on a

eTe= (Y−Xβ)T(Y−Xβ) =

(Y−Ŷ +Ŷ−Xβ)T(Y−Ŷ +Ŷ−Xβ) =

(ê+Ŷ−Xβ)T(ê+Ŷ−Xβ) =

êT ê+2êT(Ŷ−Xβ)+(Ŷ−Xβ)T(Ŷ−Xβ) =

êT ê+(Ŷ−Xβ)T(Ŷ−Xβ).

Le lemme est démontré.

Théorème 1. Gauss-Markov. Sidet(XTX) 6= 0, alors

a). E(β̂) = β, Var (β̂) = σ2(XTX)−1,

b). E(ê) = 0, Var (ê) = σ2H,

c). Cov(β̂, ê) = 0,

d). E(êT ê) = (n−m−1)σ2.

Démonstration.
a) On a

E(β̂) = (XTX)−1XTE(Y) = (XTX)−1XTXβ = β,

Var (β̂) = (XTX)−1XTσ2InX(XTX)−1 = σ2(XTX)−1.

b)
E(ê) = E(Y−Xβ̂) = Xβ−Xβ = 0n.

Var (ê) = Var (HY) = Hσ2InH = σ2H.

c)
Cov(β̂, ê) = Cov(BY,HY) = Bσ2InH = σ2BH = 0(m+1)×n.

d) Notons
A = XTX = (ai j ), A−1 = (ai j ), (i, j = 0, ...,m).

Alors
E((Ŷ−Xβ)T(Ŷ−Xβ)) = E((β̂−β)TA(β̂−β)) =
m

∑
i=0

m

∑
j=0

ai j E((β̂i−βi)(β̂ j −β j)) = σ2
m

∑
i=0

m

∑
j=0

ai j a
i j =

σ2Tr(AA−1) = σ2Tr(Im+1) = σ2(m+1).
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On a

E(eTe) =
n

∑
i=1

Ee2
i =

n

∑
i=1

Var ei = nσ2.

L’égalité (15) implique que
E(êT ê) = (n−m−1)σ2.

Le théorème 1 est démontré.

Corollaire .

β̂ et σ̂2 =
SSR

n−m−1

des estimateurs sans biais deβ et deσ2 respectivement, et

Cov(β̂, σ̂2) = 0;

On a déjà vu que les paramètres qu’il est le plus important d’estimer et qui sont en
même temps ceux dont l’interprétation est la plus évidente sont :

a) la moyenneM(x) de la variable expliquéeY sous n’importe quelle valeur de la cova-
riablex ;

b) chacun des paramètresβ j , qui caractérise le changement de la moyenne deY corres-
pondant au changement de la covariablex j (modèle sans interaction) ;

c) les combinaisons linéaires des paramètresβ j , qui caractérisent le changement de la
moyenne deY correspondant au changement d’une covariable sous des valeurs spécifiées
des autres covariables (le modèle avec interactions). Par exemple, dans le modèle (4 ) la
combinaison linéaireβ1 + β3x2 caractérise le changement de la moyenne deY correspon-
dant au changement de la covariablex1 sous des valeurs spécifiées dex2.

Donc dans tous les cas l’estimation des combinaisons linéaires du typelTβ, où l =
(l0, ..., lm)T , est importante.

Un estimateur delTβ est appelélinéaire, s’il a la forme

cTY, c = (c1, ...,cn)T .

L’estimateurcTY de lTβ est appelésans biaissi

E(cTY) = lTβ pour tout β ∈ Rm+1,

i.e. pour le modèle de type (2) avec n’importe quelβ ∈ Rm+1, l’espérance decTY est égale
à la vraie valeur delTβ.

NotonsGl la classe des estimateurs linéaires sans biais delTβ.

Théorème 2. (Gauss-Markov).Si det(XTX) 6= 0, alors lT β̂ est l’unique estimateur de
variance minimale dans la classeGl .

Démonstration. Si cTY ∈ Gl , alors

lTβ = E(cTY) = E(cTY− lT β̂+ lT β̂) = (cTX− lT)β+ lTβ,
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donc
(cTX− lT)β = 0 pour tout β ∈ Rm+1

et
cTX− lT = 0T

m+1. (16).

On a
Var (cTY) = Var (cTY− lT β̂+ lT β̂) =

Var (cTY− lT β̂)+Var (lT β̂)+2Cov(cTY− lT β̂, lT β̂).

L’égalité (16) et le Lemme 1 impliquent que

Cov(cTY− lT β̂, lT β̂) = Cov((cT − lTB)Y, lTBY)) =

(cT − lTB)σ2InBT l =

σ2(cTX(XTX)−1− lT(XTX)−1XTX(XTX)−1)l =

σ2(cTX− lT)(XTX)−1l = 0,

donc
Var (cTY) = Var (lT β̂)+Var (cT − lTB)Y =

Var (lT β̂)+σ2(cT − lTB)(cT − lTB)T .

On aVar (cTY)≥ Var (lT β̂) et l’égalité est vérifiée si et seulement sicT = lTB.

Le théorème est démontré.

Corollaire . Les estimateurŝM(x) = β̂
T
x et β̂ j de la moyenneM(x) et du paramètreβ j ,

respectivement, sont les estimateurs de variance minimale dans la classe des estimateurs
linéaires sans biais deM(x) et β j .

Il s’ensuit par exemple que l’estimateurβ̂1+ β̂3x2 deβ1+β3x2 est le meilleur estimateur
dans la classe des estimateurs linéaires sans biais deβ1 +β3x2 (modèle (4)).

5.1.7 Décomposition des sommes de carrés

.

Le lemme 1 implique l’égalité

∑(Yi−Ȳ)2 = ∑(Ŷi−Ȳ)2 +∑(Yi−Ŷi)2.

La somme

SSR =
n

∑
i=1

(Yi−Ŷi)2

caractérise la différence entre les valeurs prédites et observées et est appelée lasomme des
carrés résiduelle. La somme

SSE =
n

∑
i=1

(Ŷi−Ȳ)2
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est appelée lasomme des carrés expliquée par régression. La somme

SST =
n

∑
i=1

(Yi−Ȳ)2

est appelée lasomme des carrés totale. D’après le lemme 1

SST = SSR+SSE.

La sommeSST mesure la variabilié des valeurs deY, la sommeSSE mesure la partie de
cette variabilité expliquée par la régression.Si le modèle de régression linéaire donne une
bonne prédiction, c’est à dire si leŝYi sont proches desYi , la sommeSSE est proche de
SST . DoncSSE explique une grande part de la variabilité des valeursYi autour deȲ. Si la
prédiction est mauvaise, la sommeSSE est petite par rapport àSST et SSE n’explique pas
beaucoup la variabilité des valeurs deYi autour deȲ. La somme des carrés résiduelleSSR

est ce qui reste de la variabilité totale après la soustraction deSSE. D’où le nom deSSR.

Lemme 2.

E(SST) = (n−1)σ2 +
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

[βT(x( j)−x(i))]2. (17)

Démonstration.NotonsM j = E(Yj) = βTx( j). Alors

E(SST) = E
n

∑
i=1

(Yi−Ȳ)2 = E(
n

∑
i=1

(Yi−Mi +Mi−Ȳ)2) =

E(
n

∑
i=1

(Yi−Mi)2)−2E(
n

∑
i=1

(Yi−Mi)(Ȳ−Mi))+E(
n

∑
i=1

(Ȳ−Mi)2) =

nσ2− 2
n

E(
n

∑
i=1

n

∑
j=1

(Yi−Mi)(Yj −Mi))+
1
n2

n

∑
i=1

E(
n

∑
j=1

(Yj −Mi))2 =

(n−2)σ2 +
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

E(Yj −Mi)2 =

(n−2)σ2 +
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

E
[
(Yj −M j +M j −Mi)

]2 =

(n−2)σ2 +
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

E
[
σ2 +(M j −Mi)2] =

(n−2)σ2 +σ2 +
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

(M j −Mi)2 =

(n−1)σ2 +
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

[
βT(x( j)−x(i))

]2
.

Le lemme 2 est démontré.
D’après le théorème 1 et le lemme 2 on a

E(SSR) = (n−m−1)σ2,
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E(SST) = (n−1)σ2 +
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

[
βT(x( j)−x(i))

]2
, (18)

E(SSE) = E(SST)−E(SSR).
Corollaire .

E(SSR) = E(SST) et E(SSE) = 0,

si l’hypothèseH0 : β1 = ... = βm = 0 est vérifiée, c’est-à-dire sous le modèle sans régression

Yi = β0 +ei , i = 1, ...,n.

E(SSE) = E(SST) et E(SSR) = 0,

si σ2 = 0, c’est-à-dire le modèle de régression linéaire prédit sans erreur les valeurs deY.

5.1.8 Le coefficient de détermination.

La variable aléatoire

R2 = 1− SSR

SST
=

SSE

SST
(19)

est appeléele coefficient de détermination.
R2 prend ses valeurs dans le segment[0,1]. Il représente la proportion de la variabilité

desYi expliquée par la régression.
Si la prédiction est idéale, i.e.Ŷi = Yi , alorsSSR = 0 et R2 = 1. S’il n’y a pas de régres-

sion, i.e. pour tous lesx(i) la prédiction de la moyenneM(x(i)) est la même :̂Yi = Ȳ, alors
SSR = SST etR2 = 0. DoncR2 caractérise la qualité de la prédiction.

La variable aléatoire
RY(12...m) =

√
R2

est appeléele coefficient de corrélation empirique multiple.

Proposition. Le coefficient de corrélation empirique multiple est égal au coefficient de
corrélation empirique simple entre les valeurs observéesYi et les valeurs préditeŝYi :

RY(12...m) = rYŶ = ∑n
i=1(Ŷi− ¯̂Y)(Yi−Ȳ)√

∑n
i=1(Ŷi− ¯̂Y)2∑n

i=1(Yi−Ȳ)2
,

où ¯̂Y = 1
n ∑n

i=1Ŷi .

Démonstration. D’après le lemme 1 on a :̂Y
T
e= 0, ¯̂Y = Ȳ donc

n

∑
i=1

(Ŷi− ¯̂Y)ei =
n

∑
i=1

Ŷiei = Ŷ
T
e= 0,

n

∑
i=1

(Ŷi− ¯̂Y)(Yi−Ȳ) =
n

∑
i=1

(Yi− ¯̄̂
Y)(ei +Ŷi− ¯̂Y) =

n

∑
i=1

(Ŷi− ¯̂Y)2

et

rYŶ =

√
∑n

i=1(Ŷi− ¯̂Y)2

∑n
i=1(Yi−Ȳ)2 =

√
∑n

i=1(Ŷi−Ȳ)2

∑n
i=1(Yi−Ȳ)2 = RY(12...m).

La proposition est démontrée.
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5.1.9 Régression linéaire simple

Dans le cas d’une seule variable explicative(m = 1) , on a le modèle derégression
linéaire simple:

Yi = β0 +β1xi +ei , (20)

oùe1, ...,en sont les variables aléatoires i.i.d.,E(ei) = 0, Var (ei) = σ2.
On a un échantillon

(x1,Y1) · · ·(xn,Yn). (21)

La réalisation de l’échantillon consiste enn paires de nombres réels qui peuvent être re-
présentés dans le plan comme “un nuage”de points. Ces points sont dispersés autour de la
droite de régression

y = β0 +β1x (22)

puisqueE(Yi) = β0 + β1x. Si la varianceσ2 est petite, la plupart des points(xi ,Yi) sont
proches de cette droite. La droite (22) est inconnue parce que les paramètresβ0 et β1 sont
inconnus. La droite

y = β̂0 + β̂1x (23)

est ladroite de régression estimée. Si on dispose de la réalisation de l’échantillon (21), la
droite (23) peut être dessinée. Les points(xi ,Yi) sont dispersés autour de cette droite.

Dans le cas de la régression linéaire simple, le système d’équations (6) devient

β0n+β1

n

∑
i=1

xi =
n

∑
i=1

Yi ,

β0

n

∑
i=1

xi +β1

n

∑
i=1

x2
i = ∑xiYi ,

donc

β̂1 = ∑n
i=1(xi− x̄)(Yi−Ȳ)

∑n
i=1(xi− x̄)2 , β̂0 = Ȳ− β̂1x̄.

Si on note

rxY = ∑n
i=1(xi− x̄)(Yi−Ȳ)√

∑n
i=1(xi− x̄)2∑n

i=1(Yi−Ȳ)2

le coefficient empirique de corrélation dex etY et

s2
x =

1
n

n

∑
i=1

(xi− x̄)2, s2
Y =

1
n

n

∑
i=1

(Yi−Ȳ)2

les variances empiriques dex etY, alors

β̂1 = rxY
sY

sx
, β̂0 = Ȳ− β̂1x̄.

Les matricesXT etXTX sont

XT =
(

1 · · · 1
x1 · · · xn

)
, XTX =

(
n ∑n

i=1xi

∑n
i=1xi ∑n

i=1x2
i

)
.

D’après le théorème 1 ,
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E(β̂) = β,

Var (β̂) =
(

Var (β̂0) Cov(β̂0, β̂1)
Cov(β̂0, β̂1) Var (β̂1)

)
=

σ2(XTX)−1 =
σ2

n∑n
i=1(xi− x̄)2

(
∑n

i=1x2
i −∑n

i=1xi

−∑n
i=1xi n

)
,

l’estimateur sans biais deσ2 est

σ̂2 =
SSR

n−2
= ∑n

i=1(Yi−Ŷi)2

n−2

et
Cov(β̂, σ̂2) = 0.

D’après le théorème de Gauss-Markov les estimateurs

M̂(x) = β̂0 + β̂1x, β̂0 et β̂1

sont de variance minimale dans la classes des estimateurs linéaires sans biais deM(x) =
E(Y|x), β0 et β1 respectivement,

E(M̂(x)) = M(x), Var (M̂(x)) = Var (β̂0)+2xCov(β̂0, β̂1)+x2Var (β̂1).

Si x passe dex(1) à x(2), alors le changement de la moyenne deY est estimé par̂β1(x(2)−
x(1)).

Notons que dans le cas de la régression linéaire simple

Ŷi = β̂0 + β̂1xi ,
¯̂Y = Ȳ = β̂0 + β̂1x̄

et donc

R2 =
[∑n

i=1(Ŷi− ¯̂Y)(Yi−Ȳ)]2

∑n
i=1(Ŷi− ¯̂Y)2∑n

i=1(Yi−Ȳ)2
=

[∑n
i=1(xi− x̄)(Yi−Ȳ)]2

∑n
i=1(xi− x̄)2∑n

i=1(Yi−Ȳ)2 = r2
xY.

Le coefficient de détermination est égal au carré du coefficient de corrélation empirique
desxi et desYi : R2 = r2

xY. Le coefficient de corrélation empirique multiple est égal à la
valeur absolue du coefficient de corrélation empirique simple: RY(1) = |rxY|.

5.1.10 Régression normale

On a jusqu’à présent supposé seulement l’existence des deux premiers moments deYi

dans le modèle (2). Si l’on veut obtenir des intervalles de confiance pour l’espérancem(x),
pour les paramètresβi , pour des combinaisons linéaireslTβ,ou si l’on veut vérifier des
hypothèses sur les valeurs des paramètres inconnus, ou construire des tests d’ajustement,
on doit faire des hypothèses supplémentaire, par exemple supposer que la répartition desYi

appartient à une certaine classe de répartitions, la plus usuelle étant celle des lois normales.
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On suppose par la suite dans ce chapitre que la loi desYi est normale, donc

Y = Xβ+e, e∼ N(0,σ2In). (24)

Certains cas où la loi deY est différente de la loi normale sont considérés dans le chapitre
sur la “régression log-linéaire”.

5.1.11 Estimateurs du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance sous le modèle (24) a la forme

L(β,σ2) =
1

(2πσ2)n/2
exp{− 1

2σ2

n

∑
i=1

(Yi−βTX(i))2}.

Pour n’importe quelσ2 > 0 la maximisation deL est équivalente à la minimization de

SS=
n

∑
i=1

(Yi−βTx(i))2.

Donc les estimateurs du maximum de vraisemblance deβ coincident avec l’estimateur des
moindres carréŝβ. Notons que

lnL(β̂,σ2) =−SSR

2σ2 −
n
2
(ln(2π)+ ln(σ2)),

∂
∂(σ2)

lnL(β̂,σ2) =
SSR

2σ4 −
n

2σ2

et donc l’estimateur du maximum de vraisemblance pourσ2 est :

σ̃2 =
1
n

SSR.

Cet estimateur est biaisé :

E(σ̃2) =
n−m−1

n
σ2

est asymptotiquement(n→ ∞) équivalent à l’estimateur

σ̂2 = SSR/(n−m−1),

considéré dans le corollaire du théorème 1.

5.1.12 Lois des estimateurŝβ et σ̂2.

Considérons le théorème essentiel de la régression normale.

Théorème 2. Si det(XTX) 6= 0, alors

1. Les variables aléatoireŝβ etSSR sont indépendantes ;
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2. Les variables aléatoiresSSR etSS−SSR sont indépendantes ;

3. β̂∼ N(β,σ2(XTX)−1), SSR
σ2 ∼ χ2

n−m−1,
SS−SSR

σ2 ∼ χ2
m.

Démonstration. D’après (11) on aXTH = 0 et

SSR = êT ê= YTHTHY = YTHY = (YT −βTXT)HY =

(YT −βTXT)H(Y−Xβ) = eTHe.

On aY = Xβ+e, donc

β̂−β = (XTX)−1XY−β = β+(XTX)−1Xe−β =

(XTX)−1Xe= Be,

SSR/σ2 = ẽTHẽ, (β̂−β)/σ = Bẽ,

où ẽ= e/σ ∼ N(0, In). D’après (10)BH = 0. Donc le lemme 1 (annexe) implique que les
variables aléatoiresSSR et β̂−β sont indépendantes. D’après l’égalité (15) la différence

SS−SSR = eTe− êT ê= (Ŷ−Xβ)T(Ŷ−Xβ) = (β̂−β)TXTX(β̂−β)

est une fonction dêβ. Donc les variables aléatoiresSSR et SS−SSR sont aussi indépen-
dantes.

Le vecteurβ̂ est une fonction linéaire du vecteur normalY. Donc

β̂∼ N(β,σ2(XTX)−1).

Le vecteur(β̂−β)/σ∼N(0,(XTX)−1). De plus,rang(XTX) = mdonc d’après le théo-
rème 1 (annexe)

SS−SSR

σ2 =
1

σ2(β̂−β)TXTX(β̂−β)

suit la loi χ2
m.

On a obtenu

SSR = ẽTHẽ, ẽ∼ N(0, In).

La matriceH est idempotente et

Tr(H) = TrIn−Tr(XT(XTX)−1X)

= n−Tr(XXT(XTX)−1) = n−TrIm+1 = n−m−1.

D’après le lemme 2 (annexe),SSR∼ χ2
n−m−1. Le théorème est démontré.
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5.1.13 Test de l’hypothèseH0 : βk+1 = ... = βm = 0

Supposons qu’on ait le modèle de régression multiple

Yi = β0 +β1x1i + ...+βmx1m+ei (i = 1, ...,n),

ou
Y = Xβ+e, (25)

où

X =




1 x11 · · · x1m

· · · · · · · · · · · ·
1 xn1 · · · xnm


 , β = (β1, ...,βm)T , e= (e1, ...,en)T .

Considérons le problème de la vérification de l’hypothèse

Hk : βk+1 = ... = βm = 0,

où k est un nombre fixé,k = 0, ...,m−1. SousHk les covariablesxk+1, ...,xm n’améliorent
pas la prédiction de la variable expliquée. Donc siHk est vérifiée, on peut exclure ces
covariables du modèle. Dans le cask = 0 on a l’hypothèse

H0 : β1 = ... = βm = 0.

On n’a pas de régression. La connaissance des valeurs des covariables ne dit rien sur les
valeurs deY.

Considérons le modèle réduit

Yi = β0 +β1xi1 + ...+βkx1k +ei (i = 1, ...,n)

ou
Y = X(k)β(k) +e, (26)

où

X(k) =




1 x11 · · · x1k

· · · · · · · · · · · ·
1 xn1 · · · xnk


 , β(k) = (β1, ...,βk)T .

Notons

SS(k)R = ê(k)T ê(k) = (Y−X(k)β̂
(k)

)T(Y−X(k)β̂
(k)

),

SS(n)
R = êT ê= (Y−Xβ̂)T(Y−Xβ̂)

les sommes résiduelles des carrés pour le modèle (25) et (26).

Théorème 1. Si l’hypothèseHk est vérifiée,det(XTX) 6= 0, m+2≤ n, alors

1. SS(m)
R etSS(k)R −SS(m)

R sont indépendantes.

2. SS(m)
R ∼ σ2χ2(n−m−1), SS(k)R −SS(m)

R ∼ σ2χ2(m−k).
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Démonstration. Notons que

SS(m)
R = eTHe, SS(k)R = eTH(1)e,

où
H = In−X(XTX)−1XT , H(1) = In−X(1)(X(1)TX(1))−1X(1)T .

NotonsX0, ...,Xm les colonnes de la matriceX. Considérons la suite des vecteurs orthonor-
maux d’ordren

V0 = Xl0, ...,Vm = Xlm

qui sont des combinaisons linéaires desX0, ...,Xm et sont obtenus par la méthode d’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt ; ici

l0 = (l00,0, ...,0)T , l1 = (l10, l11,0, ...,0)T , ..., lk = (lk0, ..., lkk,0, ...,0)T ,

lm = (lm0, ..., lmm)T , l i j ∈ R.

On a
VT

i V i = 1, VT
i V j = 0 (i 6= j).

NotonsVm+1, ...,Vn−1 les vecteurs orthonormaux d’ordren qui sont orthogonaux à
V0, ...,Vm.

Chaque vecteurV i (i = 0, ...,m) est un vecteur propre de la matriceH correspondant à
la valeur propre 0 : pouri = 0, ...,m on a

HV i = V i−X(XTX)−1XTV i =

V i−X(XTX)−1XTXl i = V i−Xl i = 0.

Le vecteurV i (i = m+ 1, ...,n− 1) est un vecteur propre deH correspondant à la valeur
propre1 : pour i = m+1, ...,n−1 le vecteurV i est orthogonal aux colonnes de la matrice
X, doncXTV i = 0 et

HV i = V i−X(XTX)−1XTV i = V i .

La décomposition spectrale deH est

H =
n−1

∑
i=m+1

V iV
T
i ,

donc

SS(m)
R = eTHe=

n−1

∑
i=m+1

eTV iV
T
i e=

n−1

∑
i=m+1

z2
i ,

oùzi = VT
i e. Il faut remarquer que

Ezi = 0, Var zi = σ2VT
i V i = σ2,

Cov(zi ,zj) = EeTVT
i V je= 0 (i 6= j).

Les variables aléatoireszm+1, ...,zn−1 sont indépendantes etzi ∼N(0,σ2), (i = m+1, ...,n−
1). DoncSS(m)

R /σ2∼ χ2(n−m+1).
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Notons que pouri = 0, ...,k on aV i = Xl i = X(k)l∗i , où l∗i = (l i0, ..., l ii ,0, ...,0) est le
vecteur d’ordrek+1, et donc

H(k)V i = H(k)Xl i = H(k)X(k)l∗i = 0.

Pouri = k+1, ...,n−1 on aX(k)TV i = 0, donc

H(k)V i = V i−X(k)(X(k)TX(k))−1X(k)TV i = V i .

Par conséquent,V0, ...,Vk,Vk+1, ...,Vn−1 sont des vecteurs propres deH(k) de valeurs propres
respectives0, ...,0,1, ...,1 .

La décomposition spectrale deH(k) est

H(k) =
n−1

∑
i=k+1

V iV
T
i ,

donc

SS(k)R =
n−1

∑
i=k+1

eTV iV
T
i ei ∼ σ2χ2(n−k−1),

SS(k)R −SSR =
m

∑
i=k+1

eTV iV
T
i ei ∼ σ2χ2(m−k)

et les vecteursSSR etSS(k)R −SSR sont indépendants.

Corollaire . Sous les hypothèses du théorème, la variable aléatoire

F =
(SS(k)R −SS(m)

R )/(m−k)

SS(m)
R /(n−m−1)

suit la loi de Fisher àm−k etn−k−1 degrés de liberté.

Les sommesSS(m)
R etSS(k)R caractérisent les différences entre les valeurs observées et les

valeurs prédites. Sous l’hypothèseHk la différence

SS(k)R −SS(m)
R

ne doit pas être grande. SiHk n’est pas vérifiée, alors les covariablesxk+1, ...,xm améliorent

la prédiction et la différenceSS(k)R −SS(m)
R doit être plus grande. Donc on rejetteH si

F > F1−α(m−k,n−k−1),

oùF1−α est le(1−α) quantile de la loi de Fisher.
L’hypothèse la plus intéressante de point de vue pratique est

Hm−1 : βm = 0.

Elle signifie que le modèle avecm−1 covariantesx1, ...,xm−1 donne la même prédiction
que le modèle avecm covariatesx1, ...,xm, i.e. la covariantexm peut être exclue du modèle.
La statistique de test pour cette hypothèse est

F =
SS(m−1)

R −SS(m)
R

SS(m)
R /(n−m−1)

.
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L’hypothèse est rejettée avec le niveau de significationα, si

F > F1−α(1,n−m).

Notons que dans le cas de l’hypothèseH0 on a

SS(0)
R =

n

∑
i=1

(Yi−Ȳ)2 = SST , SS(0)
R −SS(m)

R = SS(m)
E ,

où SST et SS(m)
E sont la somme des carrés totalle et la somme des carrés expliquée par la

régression , respectivement, dans le modèle (25). La statistique de test pourH0 est

F =
SSE/m

SSR/(n−m−1)
∼ Fm,n−m−1.

Donc l’hypothèseH0 sur l’absence de la régression est rejettée avec le niveau de significa-
tion α, si

F > F1−α(m,n−m−1).

Dans le cas du modèle linéaire simple cette hypothèse est équivalente à l’hypothèse

H0 : β1 = 0

et la statistique de test

F =
SSE

SSR/(n−2)
∼ F1,n−2.

L’hypothèse est rejettée avec le niveau de significationα, si

F > F1−α(1,n−2).

En utilisant la relation entre la loi de Fisher de1 et (n− 2) degrés de liberté et la loi de
Student de(n−2) degrés de liberté, la région critique peut être écrite en forme équivalente :

t > t1−α(n−2),

où t =
√

F et t1−α(n−2) est la(1−α) quantile de la loi de Student de(n−2) degrés de
liberté.

5.1.14 Les coefficients empiriques de la correlation partielles

Considérons la statistique

R2
Y(Xk+1...Xm)(1...k) =

SS(k)R −SS(m)
R

SS(k)R

=
SS(m)

E −SS(k)E

SST −SS(k)E

.

La somme des carrésSS(m)
E et SS(k)E mesurent les parties de variabilité des valeursYi expli-

quées par la régression dans les modèles (25) et (26), respectivement, donc la statistique

SS(m)
E −SS(k)E
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mesure la partie de variabilité des valeurs deYi , expliqué par l’inclusion des covariables
xk+1, ...,xm complémentaires àx1, ...,xk.

La statistique

SS(k)R = SST −SS(k)E

mesure la variabilité résiduelle desYi , i.e. la variabilité qui n’est pas expliquée par le modèle
(26). DoncR2 est laproportion de la variabilité résiduelle du modèle (26) expliquée par
introduction des nouvelles covariablesxk+1, ...,xm.

Notons que

SS(m)
R = SST(1−R2

Y(1...m)), SS(k)R = SST(1−R2
Y(1...k)),

donc

R2
Y(Xk+1...Xm)(1...k) =

R2
Y(1...m)−R2

Y(1...k)

1−R2
Y(1...k)

.

La statistique

RY(Xk+1...Xm)(1...k) =
√

R2
Y(Xk+1...Xm)(1...k)

est appeléele coefficient empirique de correlation partiel deY et Xk+1, ...,Xm. Il mesure la
correlation entreY et (Xk+1...Xm) après l’élimination de leur dépendance deX1...Xk.

R2
YXm(1...k) est laproportion de la variabilité résiduelle du modèle avec(m−1) cova-

riablesx1, ...,xm−1 expliquée par introduction de lam-ème covariablexm. On a

R2
YXm(1...m−1) =

R2
Y(1...m)−R2

Y(1...m−1)

1−R2
Y(1...m−1)

. (27)

La statistique

RYXm(1...m−1) =
√

R2
YXm(1...m−1)

est appeléele coefficient empirique de correlation partielle deY et Xm. Il mesure la cor-
relation entreY et Xm après l’élimination de leur dépendance deX1...Xm−1. L’égalité (27)
implique

1−R2
Y(1...m) =

(
1−R2

YXm(1...m−1)

)(
1−R2

Y(1...m−1)

)
.

5.1.15 Intervalles de confiance pour les coefficientsβ et leur combi-
naisons linéaires

Considérons le modèle de régression multiple (25). Le théorème 1 implique que dans le
cas normale

β̂∼ Nm+1(β,σ2(XTX)−1), SSR/σ2∼ χ2(n−m−1)

et les variables aléatoireŝβ et SSR sont indépendantes. Notonssii les éléments diagonaux
de la matrice(XTX)−1 = (si j ). Alors

β̂i−βi

σsii
∼ N(0,1),

SSR

σ2 ∼ χ2(n−m−1)
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et donc

t =
β̂i−βi√

ˆVar (β̂i)
∼ St(n−m−1),

où
ˆVar (β̂i) = sii σ̂2 = sii MSR.

Le γ = 1−α intervalle de confiance pourβi est

β̂i±sii

√
MSRt1−α/2(n−m−1),

où t1−α/2(n−m−1) est le(1−α/2) quantile de la loi de Student den−m−1 degrés de
liberté.

Si on considère le modèle avec interactions, alors certaines combinaisons linéaires des
paramètresβ0, ...,βm ont le sens pratique. Le paramètre

c =
m

∑
i=0

l iβi = lTβ

est estimé par la statistiqueĉ = eT β̂, donc

Var (ĉ) = lTVar (β̂)l = σ2lT(XTX)−1l

et

t =
ĉ−c√

lT(XTX)−1lMSR
∼ St(n−m−1).

Le (1−α) intervalle de confiance pourc est

ĉ±
√

lT(XTX)−1lMSRt1−α/2(n−m−1).(28)

5.1.16 Intervalles de confiance pour les valeurs de la fonction de ré-
gressionm(x)

Fixons la valeurx0 du vecteur des covariables. Considérons la valeur

m(x0) = E(Y | x0) = β0 +β1x01+ ...+βmxm = xT
0 β̂

de la fonction de régression.
La formule (28) implique que(1−α) intervalle de confiance pourm(x0) est

xT
0 β̂±

√
xT

0 (XTX)−1x0MSRt1−α/2(n−m−1).
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5.1.17 Prédiction de la nouvelle observation

Supposons quex0 = (1,x01, ...,x0m)T est un vecteur des covariables fixé etYn+1(x0) est
la (n+1) observation de la variable dépendante.

Intervalle aléatoire(U1,U2) tel que

P{U1 < Yn+1(x0) < U2}= 1−α

est appeléla (1−α) intervalle de prédiction pourYn+1(x0).
Les variables aléatoiresYn+1(x0) etxT

0 β̂ sont indépendantes et

Yn+1(x0)∼ N(xT
0 β,σ2), xT

0 β̂∼ N(xT
0 β,σ2xT

0 (XTX)−1x0),

donc
Yn+1(x0)−xT

0 β̂∼ N(0,σ2(1+xT
0 (XTX)−1xT

0 ).

La statistique

t =
Yn+1(x0)−xT

0 β̂√
MSR(1+xT

0 (XTX)−1x0)
∼ St(n−m−1),

donc le(1−α) intervalle de prédiction pourYn+1(x0) est

xT
0 β̂±

√
MSR(1+xT

0 (XTX)−1x0)F1−α/2(n−m−1).

Il est plus large que l’intervalle de confiance pour la moyennem(x0) = xT
0 β.

Prédiction de la nouvelle observationYn+1(x0) est plus incertaine que la prédiction de
la moyenne deY(x0).

Le chapitre n’est pas achevé. Les problèmes de diagnostique, step by step régression,
liaison avec ANOVA, etc, sont à ajouter.

5.1.18 Analyse des résidus

Avant de faire inférences il est necessaire de vérifier si le modèle est bien ajusté aux
données réeles. Les suppositions principales du modèle de régression linéaire sont :

a). l’égalité des variances des variables aléatoiresei = Yi−βTx ;
b). l’indépendance desei ;
c). la linéarité de la fonction de régressionM(x) = E(Y(x)) ;
d). la normalité des variables aléatoiresei (si l’on construit les intervalles de confiance

ou vérifie des hypothèses).
Considérons des méthodes non formels de vérification des suppositions du modèle.
Dans le cas du modèle de régression linéaire simple des nuages des points(xi ,Yi)

peuvent être considérés. Si ces points sont dispersés autour d’une certaine courbe, qui n’est
pas une droite, on peut supposer que le modèle n’est pas bien choisi.

Dans le casm> 1 des résiduŝei peuvent être considérés. Notons que

ê= HY, E(ê) = 0, Var (ê) = σ2H,
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où
H = In−X(XTX)−1XT = (hi j ),

et donc

Var
(

êi

σ
√

hii

)
= 1.

La variance est estimée par

σ̂2 = MSR = ∑n
i=1(Yi−Ŷi)2

(n−m+1)
.

Notons

ẽi =
êi√

MSRhii
.

On aE(ẽi) ≈ 0, Var (ẽi) ≈ 1. Les variables aléatoires̃ei sont appeléesles résidus stan-
dardisés.

Si on considère le plan avec l’axe des abscissesY et l’axe des ordonnéese, les points
(Ŷi , êi), (i = 1, ...,n), sont dispersés autour de la droite horizontale avec l’axe de symmetrie
e= 0. Si les variances desei ne sont pas égales, on dit qu’on aheterodescasité. Si le modèle
pour M(x) est bien choisi mais il y a heterodescasité, alors les points(Ŷi , êi), sont dispersés
aussi autour de la droitee= 0, mais la largeur de la bande n’est pas constante. Par exemple,
si la variance augmente avec augmentation deŶi , alors la bande s’élargisse.

Si les points(Ŷi , êi) sont dispersés autour d’une autre courbe différente dee = 0, le
modèle pourM(x) n’est pas bien choisi.

Au lieu des points(Ŷi , êi) on peut considérer les points(xi j , êi), (i = 1, ...,n) pour j fixé.
Si le modèle est bien choisi, ces points doivent être dans la bande horizontale avec l’axe
de symmetriee= 0. Sinon on peut supposer que laj-ème covariable n’influence pasM(x)
linéairement ou il faut inclure plus de covariables dans le modèle.

Par exemple, si le vrai modèle est

Yi = β0 +β1xi +β2x2
i +ei

mais on a choisi le modèle
Y′i = β′0 +β′1xi +e′i ,

alors
êi = Yi−Ŷ′i = β0− β̂′0 +(β1− β̂′1)xi +β2x2

i +ei

et donc les points(xi , êi) seront dispersés autour d’une parabole.
Si le vrai modèle est

Yi = β0 +β1xi1 +β2xi2 +ei

mais on a choisi
Y′i = β′0 +β′1xi1 +e′i ,

alors
êi = β0− β̂′0 +(β1− β̂′1)xi1 +β2xi2 +ei

et les points(xi1, êi), (i = 1, ...,n) (ainsi que les points(xi2, êi), (i = 1, ...,n) ) ne seront pas
dispersés autour de la ligne horizontalee= 0.

Si les plots des résidus indiquent que le modèle est mal choisi, il suffit souvent de faire
des transformations simples desxi etYi pour obtenir le bon modèle.
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Par exemple, siYi ∼ LN(β0+β1 lnxi ,σ2), alorslnYi = β0+β1 lnxi +ei , oùei ∼N(0,σ2).
Si on fait des transformationsY′i = lnYi , x′i = lnxi , alors on a le modèle linéaire simple
Y′i = β0 +β1x′i +ei . Notons que dans ce cas les variances

Var (Yi) = x2β1
i eσ2+2β0(eσ2−1)

ne sont pas constants, mais les variancesVar (lnYi) = σ2 sont constantes.
Considérons plusieurs exemples des transformations pour les modèles de régression à

une covariable. Notonsy = M(x). On a

1. si y = αxβ, alorsy′ = lny, x′ = lnx ety′ = lnα+βx′ ;
2. si y = αeβx, alorsy′ = lny ety′ = lnα+βx ;

3. si y = x
αx−β , alorsy′ = 1/y, x′ = 1/x ety′ = α−βx′ ;

4. si y = α+β lnx, alorsx′ = lnx ety = α+βx′ ;
5. si y = eα+βx/(1+eα+βx), alorsy′ = ln y

1−y ety′ = α+βx.

Si Y compte le nombre de certains événements, la transformationY′ =
√

Y stabilise
souvent la variance.

Considérons les méthodes non formels de vérification de la normalité des résidus. Si
ei ∼ N(0,σ2), alorsê= HY ∼ N(0,σ2H) et ẽi ∼ N(0,1). Souvent les correlations entreẽi

sont petites et on considèreẽ1, ..., ẽn comme i.i.d.N(0,1).
Pour tester la normalité grossièrement on peut faire l’hystogramme desẽi . On peut aussi

faire des plots suivants :
soientẽ(1) ≤ ...≤ ẽ(n) les statistiques d’ordre dẽe1, ..., ẽn. Si Z( j) est la j-ème statistique

d’ordre de la loiN(0,1), ( j = 1, ...,n), alors notonsm( j) = E(Z(i j )). Les espérancesm( j)
ne dépendent pas des paramètres inconnus. Siẽ(i) sont des statistiques d’ordre de la loi
N(0,1), alors les points(ẽ(i),m(i)) doivent être dispersés autour de la droitee= m dans le
plan(0em).

On peut utiliser une autre méthode : mettre sur le plan(0eq) les points(ẽ(i),q(i)), où

q(i) = Φ−1
(

i−1/2
n

)
sont des

(
i−1/2

n

)
-quantiles de la loiN(0,1). Alors ces points doivent

être dispersés autour de la droitee= q.
Indépendance des variables aléatoiresei peut être vérifiée en utilisant le test de Durbin-

Watson.
Considérons la statistique

r1 = ∑n
i=2(êi−1− ¯̂e)(êi− ¯̂e)

∑n
i=1(êi− ¯̂e)2

= ∑n
i=2 êi−1êi

∑n
i=1 ê2

i

,

appelée la première autocorrelation des(ê1, ê2), (ê2, ê3), ... ,(ên−1, ên) ; ici ¯̂e= ∑n
i=1 êi . Elle

est très proche au coefficient de correlation empirique linéaire de ces pairs. Alors la statis-
tique

d = ∑n
i=2(êi− êi−1)2

∑n
i=1 ê2

i

≈ 2(1− r1)

est appelée lastatistique de Durbin-Watson. r1 est proche à zéro, si les variables aléatoires
êi sont indépendantes. Alors la statistiqued est proche à2 dans ce cas. La loi ded ne dépend
pas des paramètres inconnus et les valeurs critiquesdi et ds ded sont tabulées. On rejette
l’hypothèse d’indépendance, sid < di oud > ds.
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Même si le modèle est bien choisi, l’estimation peut être mauvaise, si parmi les points
(xi ,Yi) il y a des valeurs aberrantes, i.e. les points avec grands résidusêi = Yi − Ŷi . La va-
leur aberrante est influente si son retrait change beaucoup la valeur de l’estimateur deβ.
L’influence de(xi ,Yi) peut être mesurée à l’aide de ladistance de Cook. Pour calculer cette
distance, on calcule lavaleur prédite ajustéêYia qui est déterminée commêYi , utilisant
seulement les points

(x1,Y1), ...,(xi−1,Yi−1),(xi+1,Yi+1), ...,(xn,Yn).

La distance de Cook est déteminée par la formule suivante :

C2
i = ∑n

i=1(Ŷia−Ŷi)2

(m+1)MSR
.

La règle pratique : siC2
i > 1, le point est influent.

5.2 Annexe

SoitX = (X1, ...,Xn) un échantillon,Xi ∼ N(0,1). On considère la forme linéairebTX,
b = (b1, ...,bn)T et les formes quadratiquesXTAX, XTBX, oùA et B sont des matrices sy-
métriques.

Lemme .
a) SibTA = 0, alorsXTAX etbTX sont indépendantes;
b) SiAB= 0, alors les formes quadratiquesXTAX etXTBX sont indépendantes.

Démonstration. a). On suppose querang(A) = r. CommeA est une matrice symétrique,
on peut écrire sa décomposition spectrale :

A =
r

∑
i=1

λihih
T
i , (28)

où λi , ...,λr et h1, ...,hr sont les valeurs propres positives et les vecteurs propres, respecti-
vement, de la matriceA, hT

i h j = 0 (i 6= j), hT
i hi = 1. On a

XTAX =
r

∑
i=1

λi(hT
i X)2 = (

√
λ1hT

1 X, ...,
√

λrh
T
r X)(

√
λ1hT

1 X, ...,
√

λrh
T
r X)T .

L’égalitébTX = 0 implique

Cov(bTX,hT
i X) = bTVar (X)hi = bThi = λ−1

i bTAhi = 0,

bTX et hT
i X sont des variables aléatoires normales et non-corrélées, donc indépendantes. Il

s’ensuit que les variables aléatoiresXTAX etbTX sont indépendantes.
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b) On écrit la décomposition spectrale des matricesA etB :

A =
r

∑
i=1

λihih
T
i , B =

p

∑
j=1

µj l j lTj .

On a

XTAX =
r

∑
i=1

λi(hT
i X)2, XTBX =

p

∑
j=1

µj(b2
j X)2, Cov(hT

i X, lTj X) = hT
i l j = 0,

donchT
i X et lTj X et par conséquentXTAX et XTBX sont indépendantes. Le lemme est dé-

montré.

Lemme . SoitA une matrice idempotente, i.e.A2 = A, telle querang(A) = r ≤ n. Alors
r = TrA etXTAX∼ χ2(r).

Démonstration. On écrit la décomposition spectrale (28).A est idempotente, doncλ1 =
... = λr = 1 et

XTAX =
r

∑
1

(hT
i X)2. (29)

Les vecteurs propreshi eth j sont orthogonaux,

Cov(hT
i X,hT

j X) = hT
i h j = 0

et donc les variables aléatoireshiX eth jX sont indépendantes. On a

E(hT
i X) = hT

i E(X) = 0, Var (hT
i X) = hT

i hi = 1,

donchT
i X ∼ N(0,1) et d’après le lemmeXTAX∼ χ2

r . Le lemme est démontré.

Théorème. SiX ∼ N(µ,ΣΣΣ), det(ΣΣΣ) 6= 0, alors

(X−µ)TΣΣΣ−1(X−µ)∼ χ2(n).

Démonstration. La matriceΣΣΣ est symétrique,det(ΣΣΣ) 6= 0. Donc il existe une matrice
orthogonaleH telle queHTΣΣΣH = D soit diagonale. De plus, les éléments de cette diagonals
λ1, ...,λn sont positifs. Considérons le vecteur

Y = D−1/2HT(X−µ).

On a
Var (Y) = D−1/2HTΣΣΣHD−1/2 = In,

donc
(X−µ)TΣΣΣ−1(X−µ) = YTD1/2HTΣΣΣ−1HD1/2Y = YTY ∼ χ2

n.

Le théorème est démontré.

Théorème. SoitX = (X1, ...,Xn) un échantillon,Xi ∼ N(µ,σ2). Alors les moments em-
piriques

X̄ =
1
n

n

∑
i=1

Xi et S2
X =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄)2

267



sont indépendants et

√
n(X̄−µ)/σ∼ N(0,1), nS2

X/σ2∼ χ2(n−1).

Démonstration. NotonsYi = (Xi −µ)/σ ∼ N(0,1), Y = (Y1, ...,Yn)T , Ȳ = (X̄−µ)/σ,
S2

Y = S2
X/σ2.

Il suffit de démontrer que les variables aléatoiresȲ etS2
Y sont indépendantes.

Considérons le vecteurb = (1/n, ...,1/n)T et la matriceB = (1/n)n×n. On a

Ȳ = bTY, nS2
Y = (Y−BY)T(Y−BY) = YT(In−B)2Y.

La matriceIn−B est idempotente :

(In−B)2 = In−2B+B2 = In−B

et
bT(In−B) = bT −bTB = bT −bT = 0.

D’après le lemme, les variables aléatoiresȲ etS2
Y sont indépendantes. On a

Tr(In−B) = TrIn−TrB = n−1.

D’après le lemmenS2
Y ∼ χ2(n−1). Le théorème est démontré.

Exemple 1.SoientX = (X1, . . . ,Xn1)
T etY = (Y1, . . . ,Yn2)

T deux échantillons indépen-
dents,Xi ∼ N(µ1,σ2

1), Yi ∼ N(µ2,σ2
2). Construire le test de rapport de vraisemblance pour

tester l’hypothèseH0 : σ2
1 = σ2

2 = σ2.

Solution. Notons que(µ1,µ2,σ2
1,σ

2
2) ∈ Θ = R×R×R+×R+ et (µ1,µ2,σ2) ∈ Θ0 =

R×R×R+ ⊂Θ.
La fonction de vraisemblance pour(µ1,µ2,σ2

1,σ
2
2) est

L(µ1,µ2,σ2
1,σ

2
2) =

1

(2πσ2
1)n1/2

1

(2πσ2
2)n2/2

exp

{
− 1

2σ2
1

n1

∑
i=1

(Xi−µ1)2− 1

2σ2
2

n2

∑
i=1

(Yi−µ2)2

}
.

Le logarithm de la fonction de vraisemblance est

lnL(µ1,µ2,σ2
1,σ

2
2) =−n1

2
(ln(2π)+ lnσ2

1)−
n2

2
(ln(2π)+ lnσ2

2)

− 1

σ2
1

n1

∑
i=1

(Xi−µ1)2− 1

σ2
2

n2

∑
i=1

(Yi−µ2)2.

Les estimateurs de maximum de vraisemblance vérifient le système des équations

∂L
∂µ1

=
1

σ2
1

n1

∑
i=1

(Xi−µ1) = 0,

∂L
∂µ2

=
1

σ2
2

n2

∑
i=1

(Yi−µ2) = 0,
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∂L

∂σ2
1

=− n1

2σ2
1

+
1

2σ4
1

n1

∑
i=1

(Xi−µ1)2 = 0,

∂L

∂σ2
2

=− n2

2σ2
2

+
1

2σ4
2

n2

∑
i=1

(Yi−µ2)2 = 0.

Doncµ̂1 = X̄ = 1
n1

n1

∑
i=1

Xi , µ̂2 = Ȳ = 1
n2

n2

∑
i=1

Yi , σ̂2
1 = s2

1 = 1
n1

n1

∑
i=1

(Xi− X̄)2, σ̂2
2 = s2

2 = 1
n2

n2

∑
i=1

(Yi−
Ȳ)2.

Notonsn = n1 +n2. SousH0 la fonction de vraisemblance pour(µ1,µ2,σ2) est

L1(µ1,µ2,σ2) =
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2

[
n1

∑
i=1

(Xi−µ1)2 +
n2

∑
i=1

(Yi−µ2)2

]}
.

Le logarithm de la fonction de vraisemblance est

lnL1(µ1,µ2,σ2) =−n
2
(ln(2π)+ lnσ2)− 1

σ2

{
n1

∑
i=1

(Xi−µ1)2 +
n2

∑
i=1

(Yi−µ2)2

}
.

Les estimateurs de maximum de vraisemblance vérifient le système des équations

∂L1

∂µ1
=

1
σ2

n1

∑
i=1

(Xi−µ1) = 0,

∂L1

∂µ2
=

1
σ2

n2

∑
i=1

(Yi−µ2) = 0,

∂L
∂σ2 =− n

2σ2 +
1

2σ4

{
n1

∑
i=1

(Xi−µ1)2 +
n2

∑
i=1

(Yi−µ2)2

}
= 0.

Doncµ̂1 = X̄, µ̂2 = Ȳ, σ̂2 = 1
n(n1s2

1 +n2s2
2). Les maximums des fonctionsL etL1 sont

L̂ = L(µ̂1, µ̂2, σ̂2
1, σ̂

2
2) =

1

(2π)n/2sn1
1 sn2

2

e−n/2

et

L̂1 = L1(µ̂1, µ̂2, σ̂2) =
1

(2π)n/2(n1
n s2

1 + n2
n s2

2)n/2
e−n/2.

La région critique pourH0 est défini par l’inégalité

−2ln

(
L̂1

L̂

)
> C.

On a
L̂1

L̂
=

sn1/2
1 sn2/2

2

(n1
n s2

1 + n2
n s2

2)n/2

=
(

n1

n
+

n2

n
s2
2

s2
1

)−n1/2(
n1

n
s2
1

s2
2

+
n2

n

)−n2/2

.
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Donc la région critique est défini par l’inégalité

n1 ln

(
n1

n
+

n2

n
s2
2

s2
1

)
+n2 ln

(
n1

n
s2
1

s2
2

+
n2

n

)
> C.

Posonsx = s2
2/s2

1 et étudions la fonction

g(x) = n1 ln
(n1

n
+

n2

n
x
)
−n2 ln

(n1

nx
+

n2

n

)
.

Sa dérivée est

g′(x) = n1n2
n2x2 +(n1−n2)x−n1

(n1 +n2x)(n1x+n2x2)
.

Les racines de l’équation quadratique

n2x2 +(n1−n2)x−n1 = 0

sontx1 = 1 et x2 =−n1
n2

. Doncg′(x) < 0 si x∈]0,1[, g′(x) > 0 si x∈]1,+∞[. La fonctiong
est décroissante sur l’intervalle]0,1[, croissante sur]1,+∞[ et le minimum est atteint dans
le point 1. L’inégalité g(x) > C est vérifiée si et seulement six < c1 ou x > c2. Donc la
région critique pourH0 est déterminée par les égalités

s2
2

s2
1

< c1 ou
s2
2

s2
1

> c2.

Fixons le niveau de significationα. Les constantesc1 etc2 sont trouvées de l’égalités

P{s2
2

s2
1

< c1 | H0}= α/2, P{s2
2

s2
1

> c2 | H0}= α/2.

Doncc1 = fα/2(n2−1,n1−1) etc2 = f1−α/2(n2−1,n1−1) sont des quantiles de la répar-
tition de Fisher den2−1 etn1−1 dégrés de liberté.

Exemple 2.SoitZ = (Z1, . . . ,Zn)T un échantillon de la loi normale bivarié, i.e.

Z i = (Xi ,Yi)T ∼ fXi ,Yi(x,y),

où la densité
fXi ,Yi(x,y) =

1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
exp

{
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−a1)2

σ2
1

− 2ρ(x−a1)(y−a2)
σ1σ2

+
(y−a2)2

σ2
2

]}

pour tout(x,y) ∈ R2.
Construire le test de rapport de vraisemblance pour tester l’hypothèseH0 : ρ = 0 qui est

equivalente à l’hypothèse que les variables aléatoiresxI etYi sont indépendantes.
Notons que(µ1,µ2,σ2

1,σ
2
2,ρ) ∈Θ = R×R×R+×R+× [−1,1] et

(µ1,µ2,σ2) ∈Θ0 = R×R×R+ ⊂Θ

.
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La fonction de vraisemblance pour(µ1,µ2,σ2
1,σ

2
2,ρ) est

L(µ1,µ2,σ2
1,σ

2
2,ρ)

(
1

2πσ1σ2
√

1−ρ2

)n

exp

{
− 1

2(1−ρ2)

n

∑
i=1

[
(Xi−a1)2

σ2
1

− 2ρ(Xi−a1)(Yi−a2)
σ1σ2

+
(Yi−a2)2

σ2
2

]}
,

lnL =−nln(2π)− n
2

lnσ2
1−

n
2

lnσ2
2−

n
2

ln(1−ρ2)

− 1
2(1−ρ2)

n

∑
i=1

[
(Xi−a1)2

σ2
1

− 2ρ(Xi−a1)(Yi−a2)
σ1σ2

+
(Yi−a2)2

σ2
2

]
,

donc
∂L
∂a1

=− 1
2(1−ρ2)

n

∑
i=1

[
−2(Xi−a1)

σ2
1

+
2ρ(Yi−a2)

σ1σ2

]
= 0,

∂L
∂a2

=− 1
2(1−ρ2)

n

∑
i=1

[
−2(Yi−a2)

σ2
2

+
2ρ(Xi−a1)

σ1σ2

]
= 0.

Ces équations impliquent

n

∑
i=1

(Yi−a2) =
n

∑
i=1

(Xi−a1)
σ2

σ1ρ
,

n

∑
i=1

(Yi−a2) =
n

∑
i=1

(Xi−a1)
ρσ2

σ1
,

donc
n

∑
i=1

(Xi−a1)
(

σ2

σ1ρ
− ρσ2

σ1

)
= 0,

qui impliqueâ1 = X̄, â2 = Ȳ.
En dérivant par rapport àσ2

i , on a

∂L

∂σ2
1

=− n

2σ2
1

+
1

2(1−ρ2)

n

∑
i=1

[
(Xi−a1)2

σ4
1

− ρ(Xi−a1)(Yi−a2)
σ2σ3

1

]
= 0,

∂L

∂σ2
2

=− n

2σ2
2

+
1

2(1−ρ2)

n

∑
i=1

[
(Yi−a2)2

σ4
2

− ρ(Xi−a1)(Yi−a2)
σ1σ3

2

]
= 0.

Notons

r =

n
∑

i=1
(Xi− X̄)(Yi−Ȳ)

s1s2

le coefficient empirique de correlation. Alors les dernières equations on s‘écrivent (on rem-
placeai parâi) :

(1−ρ2)− s2
1

σ2
1

+ρr
s1s2

σ1σ2
= 0,

(1−ρ2)− s2
2

σ2
2

+ρr
s1s2

σ1σ2
= 0,
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qui impliquents1/σ1 = s2/σ2 = (1−ρ2)/(1−ρr). La dernière dérivé est

∂L
∂ρ

=
nρ

1−ρ2 −
ρ

(1−ρ2)2

n

∑
i=1

[
(Xi−a1)2

σ2
1

− 2ρ(Xi−a1)(Yi−a2)
σ1σ2

+
(Yi−a2)2

σ2
2

]

+
1

1−ρ2

n

∑
i=1

(Xi−a1)(Yi−a2)
σ1σ2

= 0,

donc

ρ− ρ
1−ρ2

(
s2
1

σ2
1

−2ρr
s1

σ1

s2

σ2
+

s2
2

σ2
2

)
+ r

s1

σ1

s2

σ2
= 0.

Remplaçants2
i /σ2

i par(1−ρ2)/(1−ρr) dans la dernière équation, on aρ̂ = r. Doncs2
i /σ̂2

i =
1, qui donneσ̂2

i = s2
i .

Nous avons obtenu les estimateursâ1 = X̄, â2 = Ȳ, σ̂2
i = s2

i , ρ̂ = r.
SousH0 les estimateurs sont obtenus dans le problème 1.
Les maximums des fonctionsL etL1 sont

L̂ = L(â1, â2, σ̂2
1, σ̂

2
2, ρ̂) =

1

(2π)nsn
1sn

2(1− r2)n/2
e−n,

L̂1 = L1(â1, â2, σ̂2
1, σ̂

2
2) =

1
(2π)nsn

1sn
2
e−n

La région critique estL1/L < c, qui est equivalent àr2 > C.
On peut rémarquer, que dans la régression logistique simple :Yi = β0+β1Xi les estima-

teurs de coefficients sont
β̂1 = r

s2

s1
, β̂0 = Ȳ− β̂1X̄.

Sous l’hypothèseH : β1 = 0 la v.a.

F =
SSE

SSR/(n−2)

suit la loi de Fisher de1 etne2 degrés de liberté. Notons que

SSE =
n

∑
i=1

(Ŷi−Ȳ)2,

oùŶi = β̂0 + β̂1Xi = Ȳ + r s2
s1

(Xi− X̄), donc

SSE = nr2s2
2, SSR = SST −SSE =

n

∑
i=1

(Yi−Ȳ)2−nr2s2
2 = ns2

2(1− r2),

et

F =
r2(n−2)

1− r2 .

On ar2 > C si et seulement siF > C1. On rejetteH0 si F > F1−α(1,n−2). Le niveau de
signification estα.

Exercice 1. Il est donné que entrex et y(x), deux variables en étude, il y a une dépen-
dance polynomiale

y(x) = a0 +a1x+ ...amxm. (30)
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On suppose que lesai et m sont inconnus et que pour toutxi la quantitéyi = y(xi) est
mesurée avec une erreurei . On observe donc

Yi = yi +ei , i = 1, ...,n. (31)

On suppose aussi que le nombre de mesuresn > m, e = (e1, ...,en)T est un échantillon
normale, c’est-à-direei ∼ N1(0,σ2) et donce∼ Nn(0,σ2In).

Dans l’expériance on a recu pour

xi = h(i−1), i = 1, ...,30, i.e. xi−xi−1 = xi+1−xi = h = 0.1.

les 30 observations suivantes :

Y1 = 1.911 Y11 = 1.001 Y21 =−1.756
Y2 = 1.970 Y12 = 0.7129 Y22 =−1.926
Y3 = 2.022 Y13 = 0.4502 Y23 =−2.001
Y4 = 1.990 Y14 = 0.1543 Y24 =−1.974
Y5 = 1.952 Y15 =−0.1462 Y25 =−1.875
Y6 = 1.881 Y16 =−0.4793 Y26 =−1.620
Y7 = 1.765 Y17 =−0.7702 Y27 =−1.256
Y8 = 1.636 Y18 =−1.080 Y28 =−0.7477
Y9 = 1.448 Y19 =−1.342 Y29 =−0.0425
Y10 = 1.227 Y20 =−1.578 Y30 = 0.852

On suppose qu’il y a seulement0 ou1 observation abberante et quem≤ 6.

1. Eliminer l’observation abberante si elle existe parmi lesYj .

2. Estimer la degré du polynôme dans le modèle et construire les estimateurs poura j et
σ2 par la méthode des moindres carrées.

3. Construire la zone de confiance poury(x).

Exercice 2. Soit A = ‖ai j‖n×n = An, detA 6= 0. Notonsx = (x1, ...,xn)T un vecteur
arbitraire deRn. Montrer que pour toutk∈ R1

det(A +kxxT)
detA

= 1+kxTA−1x.

Exercice 3. Soit A une matrice nondégénérée,A = ‖ai j‖n×n, X = ‖xi j‖n×p, k ∈ R1,
telles que

I p +kXTA−1X

est nondégénérée. Montrer que

(A +kXXT)−1 = A−1−kA−1X(I p +kXTA−1X)−1XTA−1.

Exercice 4. Montrer que

Tr(An +Bn) = Tr(An)+Tr(Bn) et Tr(An ·Bn) = Tr(Bn ·An),

oùBn = ‖bi j‖n×n etTr(An) = ∑n
i=1aii .

Exercice 5. Montrer que

det(AnBn) = detAn ·detBn.
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Exercice 6. Soit A une matrice symmétrique,λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn - les valeurs propres
deAn.

Montrer que

TrAn =
n

∑
i=1

λi , detAn =
n

∏
i=1

λi .

5.3 Régression logistique

On suppose que l’on observe un événementA et que la probabilité de cet événement
dépend de la valeur d’un vecteur de variables explicatives (covariables)x1, ...,xm . Notons
x = (x0,x1, ...,xm)T , x0 = 1,

π(x) = P{A|x}
et considérons la variable aléatoireY qui prend deux valeurs : 0 et 1 et telle que

P{Y = 1|x}= π(x).

On effectuen expériences indépendantes. Lai-ème expérience est observée sous la cova-
riablex(i) = (xi0, ...,xim)T , xi0 = 1. On fixe les valeurs des variables aléatoiresYi : Yi = 1,
si un événementA se produit pendant lai-ème expérience etYi = 0 sinon. Donc on a un
échantillon

(Y1,x
(1)), ...,(Yn,x

(n)).

Les variables aléatoiresYi suivent la loi de Bernoulli :Yi |x(i) ∼ Bi(1,π(x(i))).
Le but est d’estimer la probabilitéπ(x) pour tous lesx∈ E , où E est un ensemble de

covariables. Six 6= x(i) et la forme deπ(x) est complètement inconnue, l’estimation deπ(x)
sera impossible.

On peut considérer le modèle linéaire

π(x) = β0 +β1x1 + ...+βmxm, (1)

mais après estimation des paramètresβ = (β0, ...,βm) on peut obtenir un estimateur de
π(x) qui n’appartienne pas à l’intervalle[0,1]. En règle générale la loi des estimateurs de
maximum de vraisemblance des paramètres inconnus approche la loi normale quandn est
grand, mais la vitesse de convergence vers la loi normale est plus grande quand la région
des valeurs du paramètre estR. C’est le deuxième argument défavorable à l’utilisation du
modèle (1). Toutes ces restrictions peuvent être éliminées en considérant le modèle

g(x) = ln
π(x)

1−π(x)
= β0 +β1x1 + ...+βmxm = βTx. (2)

Alors

π(x) =
eβ0+β1x1+...+βmxm

1+eβ0+β1x1+...+βmxm
=

eβTx

1+eβTx
.
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Le domaine de variation de lafonction-logitg(x) estR et pour n’importe quelle valeur de
β la fonctionπ(x) prend ses valeurs dans]0,1[. Donc on a

Le modèle de régression logistique:

Yi ∼ B(1,π(x(i))), où ln
π(x)

1−π(x)
= β0 +β1x1 + ...+βmxm

etY1, ...,Yn sont des variables aléatoires indépendantes.
Si la j-ème variable explicativex j est dicrète avec une échelle nominale, par exemple,

la couleur, l’ethnie, etc., et prendk j valeurs différentes, on peut utiliser au lieu dex j le
vecteur(zj,1, ...,zj,k j−1) des codes qui prendk j valeurs différentes :(0, ...,0), (1,0, ...,0),
(0,1,0, ...,0),....,(0, ....,0,1) et le modèle (2) est modifié :

g(x) = β0 +β1x1 + ...+
k j−1

∑
i=1

β ji zji + ...+βmxm. (3)

Si, par exemple,x j est la couleur qui prend 3 valeurs (noir, bleu, blanc), alors on considère
le vecteur(zj1,zj2) qui prend les valeurs (0,0)- (noir), (1,0)- (bleu), (0,1)- (blanc). Six j est
le sexe (masculin, féminin), alors on considère la variable codéezj1 qui prend les valeurs 0
(masculin) et 1 (féminin). Parfois le codage est différent : (-1,...,-1), (1,0,...,0),...,(0,0,...,1),
etc.

Notons que si on prend deux valeursx(1)
j etx(2)

j dex j dans (2), alors

g(x1, ...,x
(2)
j , ...,xm)−g(x1, ...,x

(1)
j , ...,xm) = β j(x

(2)
j −x(1)

j )

et donc

π(2)
j /(1−π(2)

j )

π(1)
j /(1−π(1)

j )
=

π(x1, ...,x
(2)
j , ...,xm)/(1−π(x1, ...,x

(2)
j , ...,xm)

π(x1, ...,x
(1)
j , ...,xm)/(1−π(x1, ...,x

(1)
j , ...,xm))

= eβ j (x
(2)
j −x(1)

j ). (4)

Le rapport des cotes est donc égal àeβ j (x
(2)
j −x(1)

j ) et six(2)
j − x(1)

j = 1, alors il vauteβ j . La
cote est le rapport des probabilités de succès et d’échec pour l’évènementA. Le rapport des

cotes montre comment varie la cote quandx j passe dex(1)
j à x(2)

j , toutes les autres cova-

riables restant les mêmes. Si les probabilitésπ(i)
j sont petites, alors le rapport des cotes est

proche àπ(2)
j /π(1)

j , i.e. au risque relatif. Dans ce caseβ j (x
(2)
j −x(1)

j ) montre comment change

la probabilité de succès quandx j change sa valeur dex(1)
j à x(2)

j et toutes les autres cova-
riables ne changent pas. Il faut souligner que dans le modèle (2) le rapport des cotes est le
même pour n’importe quelles valeurs fixées des autres covariablesxl (l 6= j), i.e. il n’y a
pas d’interactions.

Si x j est discrète avec une échelle nominale et(z(i)
j1 , ...,z(i)

j,k j−1) = (0, ...,1, ...,0), où 1

est dans lai-ème place,(z(0)
j1 , ...,z(0)

j,k j−1) = (0, ...,0), alors

g(x1, ...,z
(i)
j1, ...,z(i)

j,k j−1, ...,xm)−g(x1, ...,z
(0)
j1 , ...,z(0)

j,k j−1, ...,xm) = β ji

et alors
π(i)

j /(1−π(i)
j )

π(0)
j /(1−π(0)

j )
= eβ ji , (5)
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où π(l)
j = π(x1, ...,z

(l)
j1 , ...,z(l)

j,k j−1, ...,xm) (l = 0, i).

eβ ji est le rapport des cotes qui correspond au changement de valeur de la variablex j de
la première à la(i +1)-ème quand toutes les autres variables restent fixes . Par exemple, si
x j est la couleur (noire, blanche, bleue),eβ j2 exprime le rapport des cotes qui correspond au
changement dex j de la couleur noire à la couleur blanche(i = 1).

Si l’effet de changement de la valeur de la covariablex j est différent pour des valeurs
différentes des autres covariables, on a une interaction entrex j et ces covariables. Alors le
modèle (2) peut être modifié pour tenir compte de l’effet d’interaction. Par exemple, dans
le cas de deux covariables on a le modèle

g(x) = β0 +β1x1 +β2x2 +β3x1x2,

dans le cas de trois covariables

g(x) = β0 +β1x1 +β2x2 +β3x3 +β4x1x2 +β5x1x3 +β6x2x3 +β7x1x2x3. (6)

S’il y a interaction, alors, par exemple(m= 2),

g(x(2)
1 ,x2)−g(x(1)

1 ,x2) = (β1 +β3x2)(x
(2)
1 −x(1)

1 )

et

e(β1+β3x2)(x
(2)
1 −x(1)

1 ) =
π(x(2)

1 ,x2)/(1−π(x(2)
1 ,x2))

π(x(1)
1 ,x2)/(1−π(x(1)

1 ,x2))
, (7)

donc le rapport des cotes dépend non seulement de la différencex(2)
1 −x(1)

1 mais aussi de la
valeur de la deuxième covariablex2.

5.3.1 Estimation

On a un échantillon(Y1,x(1)), ...,(Yn,x(n)), oùx(i) = (xi0, ...,xim)T , xi0 = 1. La variable
aléatoireYi suit la loi de Bernoulli :

Yi |x(i) ∼ B(1,π(x(i))).

La fonction de vraisemblance

L(β) =
n

∏
i=1

[π(x(i))]Yi [1−π(x(i))]1−Yi

et

lnL(β) =
n

∑
i=1

Yi lnπ(x(i))+(1−Yi) ln(1−π(x(i))) =

n

∑
i=1

Yi ln
π(x(i))

1−π(x(i))
+ ln(1−π(x(i))) =

n

∑
i=1

Yi(β0 +β1xi1 + ...+βmxim)− ln(1+eβ0+β1xi1+...+βmxim).
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Les fonctions score

Ul (β) =
∂ lnL(β)

∂βl
=

n

∑
i=1

xil [Yi−π(x(i))] (l = 0, ...,m).

Notons β̂ l’estimateur du maximum de vraisemblance. Il vérifie le système d’équations
Ul (β) = 0 (l = 0, ...,m). Alors la probabilité de l’événementA sous la covariablex =
(1,x1, ...,xm)T est estimée par

π̂(x) =
eβ̂

T
x

1+eβ̂
T
x
.

Quelles sont les notions analogues aux notions de coefficient de déterminationR2, de
sommes des carrés : totaleSST , de régressionSSR, d’erreurSSE, considérées dans le chapitre
“régression linéaire” ?

Notons

Ŷi = π̂(x(i)) =
eβ̂x(i)

1+eβ̂
T
x(i)

les valeurs prédites desπ(x(i)). Dans le cas de la régression linéaireŶi = β̂
T
x(i). La prédic-

tion est bonne si les valeurs observéesYi et les valeurs préditeŝYi sont proches. Dans le cas
de la régression linéaire la différence entreYi et Ŷi était déterminé parSSR = ∑(Yi − Ŷi)2.
Dans le cas normalSSR/σ2 suit la loi du chi-deux àn−m−1 degrés de liberté..

Si la fonctionπ(x) est complètement inconnue et si

P{Yi = 1|x(i)}= π(x(i)) = pi ,

on estimen paramètres inconnusp1, ..., pn. On a le modèle saturé, parce que le nombre des
paramètres à estimer est le même que la taille de l’échantillon.

La fonction de vraisemblance

L0(p) = L0(p1, ..., pn) =
n

∏
i=1

pYi
i (1− pi)1−Yi

est maximisée au pointp̂ = (p̂1, ..., p̂n), où p̂i = Yi , donc

L0(p̂) =
n

∏
i=1

YYi
i (1−Yi)1−Yi = 1.

On suppose00 = 1. Si on considère le modèle (2) avecm+1 < n, on a(m+1) paramètres
inconnusβ0, ...,βm. Le maximum de la fonction de vraisemblance

L(β) =
n

∏
i=1

π(x(i))Yi(1−π(x(i)))1−Yi

est

L(β̂) =
n

∏
i=1

ŶYi
i (1−Ŷi)1−Yi ≤ L0(p̂).
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Si Ŷi et Yi sont proches, i.e. la prédiction est bonne, alorsL0(p̂) et L(β̂) sont proches,
donc le rapport des vraisemblancesL(β̂)/L0(p̂) est proche de 1 et

DR =−2ln
L(β̂)
L0(p̂)

=−2lnL(β̂)

est proche de zero. Sin est grand et le modèle de régression logistique est vérifié, la loi de
DR est approchée par la loi du chi-deux àn−m−1 degrés de liberté. Donc un équivalent
de la somme des carrés de régressionSSR dans la régression logistique estDR.

Le nombre minimal de paramètres à estimer est égal à 1. On est dans ce cas, si

β1 = ... = βm = 0 et π(x(i)) =
eβ0

1+eβ0
= π = const.

Alors la fonction de vraisemblance

L1(π) =
n

∏
i=1

πYi(1−π)1−Yi

est maximisée au pointπ̂ = Ŷ = 1
n ∑Yi et

L1(π̂) =
n

∏
i=1

ȲYi(1−Ȳ)1−Yi ≤ L(β̂)≤ L0(p̂).

La loi de la variable aléatoire

DT =−2ln
L1(π̂)
L0(p̂)

=−2lnL1(π̂)

est proche de la loi du chi-deux àn−1 degrés de liberté. Donc un équivalent de la somme
totale des carrésSST dans la régression logistique estDT .

La loi de la variable aléatoire

DE =−2ln
L1(π̂)

L(β̂)
=

2[
n

∑
i=1

Yi lnŶi +
n

∑
i=1

(1−Yi) ln(1−Ŷi)−
n

∑
i=1

Yi lnȲ− (n−
n

∑
i=1

Yi) ln(1−Ȳ)]

est proche de la loi du chi-deux àmdegrés de liberté siβ1 = ... = βm = 0 etn est grand. La
variable aléatoireDE est un équivalent de la somme des carrés d’erreurSSE. On a

DT = DE +DR.

L’équivalent du coefficient de détermination dans le cas de la régression logistique

R2 = 1− DR

DT
=

DE

DT
.

Si Ŷi = Yi , alorsR2 = 1. Si Ȳ 6= 0 etȲ 6= 1, Ŷi = Ȳ, alorsR2 = 0.
Considérons l’hypothèse

H0 : β1 = ... = βm = 0.
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Cette hypothèse signifie qu’il n’y a pas de régression et la connaissance de la valeur dex
n’améliore pas la prédiction deπ(x). L’hypothèseH0 peut être écrite commeH0 : π(x) =
π = const. Sous l’hypothèseH0 la loi deDE est approchée par la loi du chi-deux àmdegrés
de liberté. L’hypothèseH0 est rejetée avec le niveau de significationα, si DE > χ2

1−α(m).
Considérons l’hypothèse

H0 : β j1 = ... = β j l = 0, (1≤ j1 < ... < j l ≤m, l < m).

NotonsD(m)
E et D(m−l)

E la statistiqueDE pour le modèle (2) avec tousβ0, ...,βm et sans

β j1, ...,β j l , respectivement. Sous l’hypothèseH0 la loi de la variable aléatoireD(m)
E −D(m−k)

E
peut être approchée par la loi du chi-deux àk = m− (m−k) degrés de liberté.

On rejette l’hypothèseH0 avec le niveau de significationα, si

D(m)
E −D(m−k)

E > χ2
1−α(k).

En particulier ce test peut être appliqué pour tester l’hypothèse d’absence d’interactions
entre des covariables. Par exemple, dans le modèle (6) cette hypothèse est équivalente à
l’hypothèse

H0 : β4 = β5 = β6 = β7 = 0.

La statistique de testD(7)
E −D(3)

E suit la loi de chi-deux dek = 4 degrés de liberté.
L’hypothèse

H0 : β j = 0 ( j = 1, ...,m)

peut aussi être testée en utilisant la matrice d’information de Fisher estimée.
On cherche la matrice d’information de FisherI(β) = (Ils(β)). On a

Ils(β) =−E
∂2 lnL(β)

∂βl ∂βs
=

n

∑
i=1

xil xisπ(x(i))(1−π(x(i))) (l ,s= 0, ...,m).

DoncI(β̂) = XTVX, où

X =




x10 ... x1m

... ... ...
xn0 ... xnm


 , V =




π̂(x(1))(1− π̂(x(1))) ... 0
0 ... 0
0 ... π̂(x(m))(1− π̂(x(m)))


 .

Si n est grand, la matrice de covariance deβ̂ est approchée parI−1(β) ou I−1(β̂) = (σ̂ls). Si
x = (x0, ...,xm), alors la variance dêπ(x) est approchée par

σ̂2(π̂(x)) =
(

∂π̂(x)
∂βs

)T

1×(m+1)
I−1(β̂)

(
∂π̂(x)
∂βs

)T

(m+1)×1
=

π̂2(x)(1− π̂(x))2
m

∑
l=0

m

∑
s=0

xl xsσ̂ls. (8)

Notons
σ̂ll = σ̂2(β̂l ), σ̂ls = ˆCov(β̂l , β̂s).

Si n est grand alors la loi dêβ est approchée par la loi normaleN(β, I−1(β)) et I−1(β) est
estimée parI−1(β̂).
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La loi de la statistique

Wj =
β̂ j

σ̂(β̂ j)

est approchée par la loiN(0,1), quandn est grand. On rejette l’hypothèseH0 : β j = 0 avec
le niveau de significationα, si |Wj |> w1−α/2.

La loi de(π̂(x)−π(x))/σ̂(π̂(x)) est approchée par la loi normale standard, donc l’inter-
valle de confiance de niveau de confianceγ = 1−α pour la probabilitéπ(x) est approché
par

π̂(x)±z1−α/2σ̂(π̂(x)),

où σ̂(π̂(x)) est donnée par la formule (8).
La relation entre les coefficientsβ j et les rapports des cotes donne la possibilité de

construire des intervalles de confiance pour les rapports de cotes.
L’intervalle de confiance de niveau de confianceγ = 1−α pour le coefficientβ j est

donné par la formulêβ j ± z1−α/2σ̂(β̂ j) parce que la loi de(β̂ j −β j)/σ̂(β̂ j) est approchée
par la loi normale standard réduite. Donc les intervalles de confiance pour les rapports des
cotes (4), (5) et (7) sont

exp{(x(2)
j −x(1)

j )(β̂ j ±z1−α/2σ̂(β̂ j))},

exp{β̂ ji ±z1−α/2σ̂(β̂ ji )}
et

exp{(x(2)
1 −x(1)

1 )(β̂1 + β̂3x2±

z1−α/2

√
σ̂2(β̂1)+2x2 ˆCov(β̂1, β̂3)+x2

2σ̂2(β̂3)},
respectivement.
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Chapitre 6

ELEMENTS D’ANALYSE DES
DONNEES CENSUREES ET
TRONQUEES.

6.1 Distribution de survie.

Dans ce chapitre nous allons étudier les notions principales et les modèles de base de
l’analyse de survie et de la fiabilité et seulement quelques nouveaux modèles proposés
et étudiés par Bagdonaviçius et Nikulin en 1994-2000. Les modèles plus générals et plus
récents et leurs analyses statistiques on peut trouver, par exemple, dans Bagdonaviçius &
Nikulin (1994, 1995, 1996, 1997,1998,1999, 2000), Droesbeke & Fichet et Tassi (1989),
Bagdonaviçius, Gerville-Réache, Nikoulina & Nikulin (2000), Charlambidis, Koutras and
Balakrishnan (2000), Meeker and Escobar (1998), Limnios and Nikulin (2000), Ionescu
and Limnios (1999) etc.

Dans ce paragraphe, nous allons définir les fonctions permettant de décrire une distri-
bution de survie et présenter quelques modèles paramétriques.

Admettons qu’à la datet = 0 un élément (un sujet ou un système) commence à fonc-
tionner (à vivre) et qu’à la datet il se produise une panne (la mort, le décès).

La variabledurée de vieX, délai entre la date d’origine et la date du décès (panne) est
une variable aléatoire non négative,X ∈ [0,∞[.
Soit

F(t) = P{X ≤ t}, t ∈ R1
+. (1)

Nous ne considérons ici que le cas oùX est continue, c’est-à-direque la probabilité de
décès(de panne)à chaque instant est infiniment petite.
Dans ce cas la fonction de répartitionF(t) de la variableX est donnée par l’intégrale

F(t) =
t∫

0

f (x)dx,
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où f (t) est la densité de probabilité deX

f (t) = F ′(t) = lim
h→0

P{t ≤ X ≤ t +h}
h

, h > 0. (2)

Donc,F(t) est la probabilité de décéder entre 0 ett, ou la probabilitéde défaillance(de
panne) au cours de l’intervalle[0, t].
Définition 1. La fonction

S(t) = F̄(t) = 1−F(t), t ≥ 0,

s’appellela fonction de survieou lafonction de fiabilité(fonction de séjour).

On remarque queS(t) = F̄(t) est la probabilité de bon fonctionnement continu durant
[0, t] :

S(t) = F̄(t) = P{X > t}= P{X ≥ t}, t ∈ R1
+, (3)

ou la probabilité du fonctionnement sans défaillance de l’élément au cours du tempst. La
fonctionS(t) est monotone décroissante :

S(0) = 1 et S(t)→ 0, quand t → ∞.

La plus importante caractéristique numérique de la durée de survieX est letemps moyen de
survieEX. (On suppose queEX existe). Dans ce cas

EX =
∫ ∞

0
tdF(t) =−

∫ ∞

0
td[1−F(t)] =

− lim
t→∞

t[1−F(t)]+
∫ ∞

0
[1−F(t)]dt =

∫ ∞

0
S(t)dt,

i.e., siEX existe, alors

EX =
∫ ∞

0
S(t)dt. (4)

De même, on peut montrer que, siVarX existe, alors

VarX = 2
∫ ∞

0
tS(t)dt− (EX)2. (5)

En pratique pour estimerEX on utilise la formule :

EX =
∫ ∞

0
S(t)dt ≈

k

∑
i=1

∫ (ti+ti+1)/2

(ti−1+ti)/2
S(t)dt ≈

k

∑
i=1

Ŝ(ti)
ti+1− ti−1

2
, (6)

où 0 = t0 < t1 < ... < tk, et Ŝ(ti) est un estimateur statistique deS(ti). Considérons un
exemple dans lequel nous soumettons à l’essaini éléments identiques dans les même condi-
tions au cours du tempsti . Si à l’instantti , où les essais se terminent,νi éléments fonc-
tionnent encore, alors la statistiqueνi/ni peut-être considérée comme un estimateur deS(ti),
puisque d’après la loi de grands nombres

P{νi

ni
→ S(ti), ni → ∞}= 1.
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Dans ce cas
S(ti)≈ νi

ni
= Ŝ(ti)

et donc

EX ≈ 1
2

k

∑
i=1

νi

ni
(ti+1− ti−1). (7)

Souvent, s’il n’y a pas de censure, pour estimerEX on utilise aussi lamoyenne arithmétique

X̄n =
1
n

n

∑
j=1

Xj =
1
n

n

∑
j=1

X( j),

oùX(1) ≤ X(2) ≤ ...≤ X(n) sont lesstatistiques d’ordre, associées avec les durées de survies
X1,X2, ...,Xn.
Remarque 1. SoitFn(t) la fonction empirique,

EFn(t) = F(t).

Dans ce casSn(t) = 1−Fn(t) est l’estimateur empirique de la fonction de survieS(t),

ESn(t) = S(t), Var Sn(t) = Var Fn(t) =
1
n

F(t)S(t).

Puisque

Var {lnSn(t)} ≈ Var Sn(t)
S2(t)

=
F(t)
nS(t)

,

nous pouvons dire que l’estimateurSn(t) n’est pas fiable quandS(t) est trop petite.
D’autrescaractéristiques empiriquesqui donnent des informations intéressantes sur la loi
F sont :

la fonction empirique

Fn(x) =
1
n

n

∑
j=1

1]−∞,x](Xj),

la variance empirique

s2
n =

1
n

n

∑
i=1

(Xi− X̄n)2,

la moyenne harmonique

X̄H
n =

n

∑n
j=1

1
Xj

,

la moyenne géométrique
X̄G

n = n
√

X1X2...Xn,

l’étendu
R= X(n)−X(1),

le coefficient de variation

v =
sn

X̄n
.

Définition 2. SoientX etY deux durées de survie,

S(t) = P{X > t}, H(t) = P{Y > t}, t ∈ R1
+.
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Nous disons queX eststochastiquement plus grandequeY et notonsX ºY si

S(t)≥ H(t) pour tout t ∈ R1
+. (8)

Le fait queX est stochastiquement plus grande queY nous pouvons exprimer aussi en disant
queY eststochastiquement plus petitequeX et en notantY ¹ X. Il est claire que siY ¹ X,
alors

FY(t) = P{Y ≤ t} ≥ FX(t) = P{X ≤ t}, t ∈ R1
+, (9)

i.e.,
S(t)≤ H(t) pour tout t ∈ R1

+.

Théorème 1. SiX ºY, alors
EX ≥ EY.

En effet, puisqueS(t)≥ H(t) on a

EX =
∫ ∞

0
S(t)dt ≥

∫ ∞

0
H(t)dt = EY.

6.2 Risque de panne ou taux de défaillance.

Considérons tout d’abord le problème suivant : supposons que l’élément ait fonctionné
sans défaillance jusqu’à l’intantu, u > 0. Quelle est la probabilité pour qu’il ne tombe pas
en panne dans l’intervalle]u,u+ t], t > 0? Donc, on s’intéresse à la probabilité

Su(t) = P{X > u+ t|X > u}, u > 0, t > 0.

La probabilité cherchée est alors la probabilité conditionnelle et on a

P{X > u+ t|X > u}=
P{X > u+ t}

P{X > u} =
S(u+ t)

S(u)
= Su(t). (6.1)

De (1) on tire immédiatement que pour tout4t > 0

S(t +4t) = P{X > t +4t}= S(t)4t pt , (6.2)

où
4t pt = P{X > t +4t|X > t}.

C’est une notation utilisée en démographie. De (1) et (2) il suit que la probabilité de panne
(de décès) au cours de(t, t +4t], sachant queX > t est

4tqt = P{t < X ≤ t +4t|X > t}= 1−4t pt =
S(t)−S(t +4t)

S(t)
. (6.3)

Définition 1. On appellerisque instantané de décèsou taux de défaillanceou risque de
pannela fonction

α(t) =
f (t)
F̄(t)

=
f (t)
S(t)

, t ≥ 0. (6.4)
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De la définition 1 il suit que

α(t) = lim
4t→0

P{t < X ≤ t +4t}
4tS(t)

= lim
4t→0

P{t < X ≤ t +4t}
4tP{X > t} =

= lim
4t→0

P{t < X ≤ t +4t|X > t}
4t

= (6.5)

=
1

S(t)
lim
4t→0

S(t)−S(t +4t)
4t

=−S′(t)
S(t)

. (6.6)

Remarque 1.Des formules (2) et (6) on tire que

α(t) =
1

S(t)
lim
4t→0

S(t)−S(t +4t)
4t

=

=− 1
S(t)

lim
4t→0

S(t +4t)−S(t)
4t

=− lim
4t→0

4t pt −1

4t
= lim
4t→0

1
4t4tqt . (6.7)

De cette remarque on tire aussi que

4tqt = P{t < X ≤ t +4t|X > t} ≈ α(t)4t, 4t → 0, (6.8)

tandis que
P{t < X ≤ t +4t}= f (t)4t +o(4t), 4t → 0.

Doncα(t)4t est approximativement égale (pour de petites valeurs de4t ) à la probabilité
de tomber en panne au cours de(t, t +4t] à condition que l’élément ait fonctionné sans
défaillance jusqu’à la datet. On voit queα(t) estune caractéristique localede fiabilité dé-
terminant la fiabilité de l’élément à chaque instant de temps, d’où le nom de taux instantané
de défaillance. Puisque

f (t)dt = S(t)α(t)dt

il est clair que
α(t)≈ f (t)

pour les petites valeurs det.

Remarque 2.De (6) il suit que

α(t) =−d lnS(t)
dt

, S(0) = 1,

d’où on tire que

lnS(t) =−
t∫

0

α(s)ds, t > 0,

et donc

S(t) = exp



−

t∫

0

α(s)ds



 . (6.9)
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On voit que le taux de défaillance détermine la distributionF(t) = 1− F̄(t) = 1−S(t).
Définition 2. On définitA(t), fonction de risquecumulée deα(s) entre 0 ett :

A(t) =
t∫

0

α(s)ds, t ≥ 0. (6.10)

La fonctionA(t) est aussi appeléefonction du hasardou simplementhasard.
De (9) il suit que

A(t) =−lnS(t), t ≥ 0, (6.11)

et de (4) on tire que
f (t) = α(t)S(t) = α(t)exp{−A(t)} , (6.12)

puisque
S(t) = exp{−A(t)} , t ≥ 0. (6.13)

On peut définir la distribution de probabilité de la durée de survieX à partir de l’une quel-
conque des fonctions :f (t), α(t), S(t), A(t).

La fonction de risque fournit la description la plus concrète d’une distribution de survie.
Remarque 3.La fonction de survie conditionnelleSu(t) = S(u+ t)/S(u) s’exprime facile-
ment en termes de la fonction de défaillanceα(t). En effet, pour toutu > 0 on a

Su(t) = P{X > u+ t | X > u}=

exp{−A(u+ t)}
exp{−A(u)} = exp{−

∫ u+t

u
α(x)dx}, t ∈ R1

+. (14)

En faisant le changement des variablesv = x−u, on en tire que

Su(t) = exp{−
∫ t

0
α(v+u)dv}, (s, t) ∈ R1

+×R1
+. (15)

De (14) il suit que

P{u < X ≤ t +u|X > u}= 1−exp{−
∫ u+t

u
α(x)dx}.

Remarque 4.La fonctionα(t) peut-être déterminée d’après les résultats des essais. Si
N = N(0) éléments sont soumis aux essais au momentt = 0 et N(t) désigne le nombre
d’éléments qui fonctionnent encore au momentt, t > 0, alors(N→ ∞)

α(t) = lim
4t→0

S(t)−S(t +4t)
4t S(t)

≈ N(t)−N(t +4t)
4t N(t)

=
4N(t)
4t N(t)

= α̂N(t), (16)

α̂N(t) est letaux de défaillance empirique.
En pratique cela signifie que si on partage l’intervalle[0, t] en segments

[0, t1[, [t1, t2[, ..., [tk−1, tk[, ...

de longueurh =4t, etµk désigne le nombre de pannes au cours de[tk−1, tk[, où

tk−1 = (k−1)h, tk = kh, [(k−1)h,kh[⊂ [0, t],
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i.e.,

µk = N(tk−1)−N(tk) = N((k−1)h)−N(kh) = [N−N(kh)]− [N−N((k−1)h)],

dans ce casle taux de défaillance empiriquêαN(t) est doné par la formule :

α̂N(t) =
µk

(N−µ1−µ2−·· ·−µk−1)h
=

µk

hN(tk−1)
, (k−1)h≤ t ≤ kh. (17)

Remarque 5.SoitX la durée de vie avec la fonction de répartitionF(t) et la densitéfX(t) =
F ′(t). Considérons la transformationY = σX +µ, σ > 0. Dans ce cas

P{Y ≤ t}= F

(
t−µ

σ

)
et fY(t) =

1
σ

fX

(
t−µ

σ

)
,

puisque

y = σx+µ⇐⇒ x =
y−µ

σ
, dx=

dy
σ

,

d’où on tire que

αY(t) =
fY(t)

S
( t−µ

σ
) =

1
σ fX

( t−µ
σ

)

S
( t−µ

σ
) =

1
σ

αX

(
t−µ

σ

)
.

Remarque 6.Dans le cas oùX est une variable aléatoire discrète,

P{X = k}= pk, k∈ N= {1,2, ...}

les fonctions de répartitionF(k), de survieS(k) et de risque de défaillanceα(k) deX sont
données par les formules suivantes :

F(k) = P{X ≤ k}= ∑
m≤k

pm, (18)

S(k) = P{X > k}= P{X ≥ k+1}=
∞

∑
m=k+1

pm, (19)

α(k) = P{X = k | X > k−1}= P{X = k | X ≥ k}=
pk

∑∞
m=k pm

=
pk

S(k−1)
(20)

pour toutk∈ N (on pose ici, queS(0) = 1).
Comme

1−α(k) =
S(k−1)− pk

S(k−1)
=

S(k)
S(k−1)

on en tire que

S(k) = [1−α(k)]S(k−1) =
∞

∑
m=k+1

pm =
k

∏
m=1

[1−α(m)], k∈ N,

puisque

pk = α(k)S(k−1) = α(k)
k−1

∏
m=1

[1−α(m)], k∈ N,
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en posantp1 = α(1).
Enfin on remarque que

EX =
∞

∑
j=1

jp j =
∞

∑
j=1

j

∑
k=1

pk =
∞

∑
k=1

∞

∑
j=k

p j =

∞

∑
k=1

P{X ≥ k}=
∞

∑
k=1

P{X > k−1}=
∞

∑
k=1

S(k−1). (21)

Exemple 1. SoitX estuniformesurX = {1, ...,N},

pk = P{X = k}=
1
N

, k∈ X .

Dans ce cas

F(k) = P{X ≤ k}=
k

∑
m=1

pm =
k
N

, k∈ X ,

S(k) = P{X > k}= P{X ≥ k+1}= 1− k
n

=
N−k

N
,

α(k) =
pk

S(k−1)
=

1
N−k+1

, k∈ X .

On remarque que
1
N

= p1 = α(1) < α(2) < ... < α(N) = 1.

Exemple 2. SoitX suit la loi géométrique de paramètrep, p∈]0,1[. Dans ce cas

pm = P{X = m}= pqm−1, m∈ N,

F(k) = P{X ≤ k}= p
k

∑
m=1

qm−1 = 1−qk,

S(k) = P{X > k}= p
∞

∑
m=k+1

qm−1 = qk

α(k) =
pk

S(k−1)
=

pqk−1

qk−1 = p, k∈ N,

d’où on tire queα(k) = const.
Il est facile de démontrer queα(k) = constsi et seulement si la variable aléatoire discrète
X suit une loi géométrique.
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6.3 Modèles paramétriques de survie.

Modèle exponentiel.Le modèle de base est celui pour lequel la fonction de risque d’une
variable aléatoire continueX est constante :

α(t) = λ = const, λ > 0, t ∈ R1
+.

Dans ce modèleλ(t) est constante au cours du temps. On l’appelle modèleexponentiel de
paramètreλ parce que la fonction de survie est exponentielle :

S(t) = S(t;λ) = exp



−

t∫

0

α(s)ds



 = exp{−λt}= e−λt , (1)

donc
F(t) = F(t;λ) = P{X ≤ t}= 1−S(t) = 1−e−λt , t ≥ 0. (2)

Ce modèle ne dépend que du paramétreλ et on a

EX =
1
λ

et Var X =
1
λ2 . (3)

Définition 1. On dit que la variable de durée de survieX vérifie la proprièté d’indépendance
temporelle(lack-of-memory) si et seulement si

α(t) = λ, t > 0, (4)

où λ = const, λ > 0.
Théorème 1.Il y a indépendance temporelle si et seulement si la loi de la durée de survie
X est exponentielle.
Remarque 1. La loi exponentielle est donc la seule loi continue à taux de défaillance
constant.
Théorème 2.Il y a indépendance temporelle si et seulement si l’une des conditions sui-
vantes est vérifiée :

1. les fonctions de survie conditionnelles{Su(t),u > 0,} sont exponentielles de même
paramètreλ (λ > 0) :

Su(t) =
S(u+ t)

S(u)
= e−λt , t ∈ R1

+

pour toutu∈ R1
+ ;

2. S(u+ t) = S(t)S(u) pour toutt,u∈ R1
+.

Remarque 2.La loi exponentielle est donc la seule loi continue possédant la propriété :

Su(t) = P{X > t +u|X > u}= P{X > t}, t ≥ 0, u > 0. (5)

De cette relation il suit que pour toutu∈ R1
+

E{X | X > u}= u+
∫ ∞

0
ue−λudu= u+EX. (6)
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De l’autre côté on voit

E{X | X ≤ t}=
∫ t

0

P{t ≥ X ≥ u}
P{t ≥ X} du=

∫ t

0

e−λu−e−λt

1−e−λt
du=

1
λ
− te−λt

1−e−λt
. (7)

Remarque 3.Si h est petit (h→ 0), alors

P{X ≤ h}= λh+o(h).

L’interprétation de ce résultat est la suivant. Admettons qu’à la datet, t > 0, l’élément
fonctionne. Alors la probabilité de panne dans]t, t +h] vaut

λh+o(h),

pour des petites valeurs deh, h > 0.
Modèle de Weibull.

Soit

F(t) = F(t;α,λ) = P{X ≤ t}=
(

1−e−λtα
)

1]0,∞[(t), λ > 0, α > 0, t ∈ R1, (8)

i.e.,X suit une loi de WeibullW(α,λ) de paramètersα et λ. Dans ce modèle

S(t) = S(t;α,λ) = e−λtα
1]0,∞[(t), (9)

f (t) = f (t;α,λ) = αλtα−1e−λtα
1]0,∞[(t). (10)

On peut montrer que

EXk = λ−k/αΓ
(

k
α

+1

)
,

et par conséquent

EX =
1

λ1/α Γ
(

1
α

+1

)
, EX2 =

1

λ2/α Γ
(

2
α

+1

)

et donc

Var X =
1

λ2/α Γ
(

2
α

+1

)
− 1

λ2/α Γ2
(

1
α

+1

)
.

On remarque que le coefficient de variation deX est

v =
√

Var X
EX

=

√
Γ

(
1+ 2

α
)

Γ2
(
1+ 1

α
) −1 =

π
α
√

6
+O

(
1

α2

)
, α→ ∞,

d’où on tire que la distribution de Weibull devient de plus en plus concentrée autour deEX,
quandα devient de plus en plus grand. Il est évident que

α(t) =
f (t)
S(t)

= αλtα−1. (11)

Si α > 1, le risque de panneα(t) croit de façon monotonne, à partir de 0, et on dit qu’il y
a usure. Si α < 1, le risque de panneα(t) décroit de façon monotonne et il n’est pas borné
pourt = 0, dans ce cas on dit qu’il y arodage. Si α = 1, on obtient une loi exponentielle de
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paramètreλ.
Remarque 4. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon tel que

P{Xi ≤ x}= G(x;α,λ)1]0,∞[(x), α > 0, λ > 0 x∈ R1, (12)

oùG(x;α,λ) une fonction de répartition qui vérifie les conditions :

lim
x↓0

G(x;α,λ)
λxα = 1, G(x;α,λ) = 0, x≤ 0,

pour toutα et λ fixés.
Soit X(1) = X(n1) = min(X1,X2, . . . ,Xn). Alors

n1/αX(n1)
L→W(α,λ), quand n→ ∞.

En effet, pour toutx > 0 on a

P{X(n1) > x}= [1−G(x;α,λ)]n

et

P{n1/αX(n1) > x}=
[
1−G

(
x

n1/α ;α,λ
)]n

,

d’où on déduit que sin→ ∞, alors

lnP{n1/αX(n1) > x}= nln

[
1−G

(
x

n1/α ;α,λ
)]

=

= n

[
−λ

(
x

n1/α

)α
+o

(
1
n

)]
=−λxα +o(1),

d’où on tire que pour toutx > 0

lim
n→∞

P{n1/αX(n1) > x}= e−λxα
= S(x;α,λ), (13)

i.e. asymptotiquement(n→ ∞) la statistiqueX(n1) suit la loi de WeibullW(α,λ) de para-
mètresα et λ.
Remarque 5.SoitX ∼W(α,λ). Considérons la statistiqueZ = lnX. On a

P{Z≤ z}= P{lnX ≤ z}= P{X ≤ ez}== 1−exp{−(λez)α}

= 1−exp

{
−exp

[
α(z− ln

1
λ
)
]}

= 1−exp

{
−exp

z−µ
σ

}
, (14)

où

µ= ln
1
λ

et σ =
1
α

> 0.

Modèle gamma.
On suppose que la densité deX est

f (t) = f (t;λ, p) =
λp

Γ(p)
t p−1e−λt1]0,∞[(t), λ > 0, p > 0, t ∈ R1. (15)
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Alors
EX =

p
λ
, Var X =

p
λ2 ,

et

α(t) =
f (t)
S(t)

=
t p−1e−λt

∞∫
t

xp−1e−λxdx
. (16)

On peut montrer que sip > 1, alorsα(t) est croissante et

lim
t→∞

α(t) = λ.

D’un autre côté, si0 < p < 1, α(t) est décroissante et

lim
t→∞

α(t) = λ.

En effet,

1
α(t)

=

∞∫
t

xp−1e−λxdx

t p−1e−λt
=

∞∫

t

(x
t

)p−1
e−λ(x−t)dx, t > 0.

Après avoir fait le changement de variable dans l’intégrale :

u = x− t, dx= du, (u > 0),

on obtient que

1
α(t)

=
∞∫

0

(
1+

u
t

)p−1
e−λudu, t > 0.

Posons

gu(t) =
(

1+
u
t

)p−1
, t > 0,

pour toutu > 0.
Comme

dgu(t)
dt

=−(p−1)
u
t2

(
1+

u
t

)p−2
,

on en tire que pour toutu (u > 0)

dgu(t)
dt

> 0, si 0 < p < 1,

dgu(t)
dt

< 0, si p > 1,

dgu(t)
dt

= 0, si p = 1,

d’où on déduit que pour toutu > 0
gu(t) est croissante, si0 < p < 1,
gu(t) = 1, si p = 1,
gu(t) est décroissante, sip > 1,

et par conséquent on obtient que

292



α(t) est d́croissante, si0 < p < 1,
α(t) = λ, si p = 1, et donc on a la loi exponentielle de paramètreλ,
α(t) est croissante, sip > 1.

Enfin, on remarque que pour toutp > 0

lim
t→∞

1
α(t)

=
1
λ

et donc lim
t→∞

α(t) = λ.

Modèle de Rayleigh.
Dans ce modèle la fonction de survie d’une durée de survieX est

S(t) = S(t;c) = exp{−A(t)}= exp

{
−ct2

2

}
1[0,∞[(t), c > 0, (17)

f (t) = f (t;c) =−S′(t) = ct exp

{
−ct2

2

}
1[0,∞[(t), (18)

A(t) =
t∫

0

α(u)du=
t∫

0

cudu=
ct2

2
, t ≥ 0,

et par conséquentα(t) = A′(t) = ct, et donc dans ce modèleα(t) est une fonction linéaire.
On peut montrer, que

EX =
√

π
2c

, Var X =
4−π

2c
.

Il est claire que le modéle de Rayleigh représente le cas particulier du modéle de Weibull
avecα = 2 et λ = c/2.

Modèle de Pareto.
Dans ce modèle la fonction de survie est

S(t) = S(t;α,θ) =
(

θ
t

)α
1[θ,+∞[(t), t ∈ R1, θ > 0, α > 0, (19)

f (t) = f (t;α,θ) =−S′(t) = αθα 1
tα+11[θ,+∞[(t), t ∈ R1, (20)

par conséquent

α(t) =
α
t

1[θ,+∞[(t). (21)

Il est évident queα(t) est décroissante. On emploie ce modèle lorqu’on est assuré que la
survie dure au moins jusqu’à un instantθ > 0.

Modèles de Gompertz et de Makeham (taux de défaillance exponentiel).
Soit T est une durée de survie dont le taux de défaillance est

α(t) = αeβt1[0,∞[(t), α > 0, β > 0. (22)
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Dans ce cas la densité deT est

f (t) = f (t;α,β) = αeβte−α[eβt−1]/β (23)

et la fonction de survie est

S(t) = S(t;α,β) = exp{α
β

(1−eβt)}. (24)

Souvent on dit queT suit uneloi de GompertzouMakeham-Gompertz. Parfois on considère

α(t) = γ+αeβt , (25)

où γ ≥ 0, et dans ce cas on dit qu’il y a une loi de Makeham où de Makeham-Gompertz.
Récemment Gerville-Réache et Nikulin (2001) ont construit le test de type du chi-deux
pour ce modèle.

Classe de Lehmann et le modèle de Cox à hasard proportionnel.
Soit S(t), t ∈ R1

+, une fonction de survie, considérée comme lafonction de survie de
base. A la base deS(t) on construit soit disant laclasse paramétrique de Lehmann

Hθ = {S(t;θ), θ ∈Θ =]0,∞[}
de fonctions de survieS(t;θ), en posant

S(t;θ) = Sθ(t), θ ∈Θ =]0,∞[= R1
+. (26)

SoitT une durée de survie, dont la fonction de survie appartient à cette classe de Lehmann :

Pθ{T > t}= S(t;θ), t ∈ R1
+.

Il est évident que siθ = 1, alors on obtient la fonction de survie de baseS(t) :

P1{T > t}= S(t;1) = S(t), t ∈ R1
+.

De (26) il suit que la fonction de défaillance deT est

F(t;θ) = Pθ{T ≤ t}= 1−S(t;θ) = 1−Sθ(t), (27)

d’où on tire que la densité deT est

f (t;θ) = θ[1−F(t)]θ−1 f (t), (28)

oú F(t) = 1−S(t) et f (t) = F ′(t). De (26) et (28) on trouve que le taux de défaillance
instantanné deT est

α(t;θ) = θ
f (t)
S(t)

= θα(t), (29)

où α(t) = f (t)/S(t) est letaux de défaillance de base, correspondant àθ = 1. Grâce à (29)
ce modèle est connu sous le nom demodéle à hasard proportionnel.

Remarque 6. Il est clair que le modèle exponentiel entre dans une classe d’alternatives
de Lehmann. En effet, en choisissant

S(t) = e−t1]0,∞[(t)
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comme la fonction de survie de base, on obtient le modèle paramétrique exponentiel dont
la fonction de survie est

S(t;θ) = e−θt1[0,∞[(t), θ > 0.

Comme le taux de défaillance de baseα(t) = 1, on en tire que le taux de défaillence de
modèle exponentiel estα(t;θ)≡ θ.

Soit Z = (Z1, ...,Zp)T ∈ Rp un vecteur dep variablesexogènes ( explicatives), appelé
covariableou stress, Z ∈ E , où E est l’ensemble des tous les stresses admissibles (pos-
sibles). Soit

r(·) : E → R1
+, r(0p) = 1,

par exempler(Z) = eβTZ, où etβ = (β1, ...,βp)T ∈ Rp est le vecteur représentant leseffets
estimésdes variables exogènesZ1, ...,Zp surT, alors en introduisant les paramètres

θ = r(Z) = ezTβ et α(t) = α(t | Z = 0p), (30)

oùz est une réalisation obsevée deZ, on obtient le modèle (29) dans la forme suivante :

α(t;z) = α(t | Z = z) = α(t)r(z) = α(t)ezTβ, (31)

connu, au casr(Z) = eβTZ, sous le nom demodèle de regression de Cox avec des cova-
riables constantes en temps. Dans ce modèle pour toutt ∈ R1

+ le logarithme du taux de
hasard

lnα(t | Z = z) = lnα(t)+ ln r(Z) = lnα(t)+
p

∑
j=1

zjβ j

est donné par unerégression linéairesur des variables explicativesZ1, ...,Zp.
SouventZ ne dépend pas de temps, mais en principe le modèle de Cox générale l’admet.
Le modèle (31), comportant un paramètreβ ∈ Rp et un paramètre fonctionelα(t), est

appelésemiparamétrique.
On remarque que

βk =
∂

∂zk
lnα(t | Z = z), k = 1, ..., p, (32)

et donc nous pouvons dire que le paramètreβk fournit une bonne approximation de la
modification du taux de hasard correspondant à une modification d’une unitè de la variable
explicativeZk. En effet, si, par exemple, une seule variableZk est égale à 1, toutes les autres
étant nulles, on obtient que

α(t | Z1 = ... = Zk−1 = Zk+1 = ... = Zp = 0,Zk = 1) = α(t)eβk,

i.e.

eβk =
α(t | Z1 = ... = zk−1 = Zk+1 = ... = Zp = 0,Zk = 1)

α(t)
, (33)

d’où on tire que

βk = ln
α(t | Z1 = ... = Zk−1 = Zk+1 = ... = Zp = 0,Zk = 1)

α(t)
. (34)

C’est intéressant de remarquer que les rapports dans (33) et (34) ne dépendent pas du taux
de défaillance de baseα(t). C’est pour cette raison qu’on utilise le vecteurb pour évaluer
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les effets des variables explicatives (de contrôle)Z1, ...,Zp surT.

Modèle simple de la vie accélérées.
SoitS(t), t ≥ 0, une fonction de survie, considérée comme la fonction de survie de base.

En utilisantS(t) nous pouvons construire une classe de Lehmann

{S(t;θ), θ ∈Θ =]0,∞[}
de fonction de survie en posant

S(t;θ) = S(θt). (35)

Si T une durée de survie, dont la fonction de survie appartient à la classe

{S(t;θ) = S(θt), θ > 0}, (36)

i.e., pour toutθ > 0
Pθ{T > t}= S(t;θ) = S(θt), (37)

nous disons que l’on a lemodèle simple de la vie accélérées.
On remarque que siθ = 1, alors

P1{T > t}= S(t;1) = S(t), (38)

i.e., la fonction de survie de baseS(t) appartient à la classe (36).
NotonsF(t) = 1−S(t) la fonction de défaillance de base. Supposons qu’il existe la

densité
f (t) = F ′(t). (39)

Dans ce cas pour toutθ la fonction de défaillance

F(t;θ) = F(θt), t ≥ 0, (40)

a sa densité
f (t;θ) = θ f (θt), t ∈ R1

+, (41)

d’où on tire que le risque instantané deT est

α(t;θ) =
f (t;θ)
S(t;θ)

=
θ f (θt)
S(θt)

. (42)

Si T est une durée de survie qui suit la loi de baseF(t), alors il est claire que la durée de
survieT/θ suit la loi F(t;θ) = F(θt), puisque

Pθ{T
θ
≤ t}= Pθ{T ≤ θt}= F(θt) = F(t;θ), (43)

d’où on voit clairement le rôle multiplicatif du paramètreθ (de paramètre d’échelle) dans
le modèle de la vie accélérée : si une durée de survieT suit une loiF(t), considérée comme
la loi de base, alors la loi deT/θ est

F(t;θ) = F(θt) pour chaque θ > 0.

On remarque que de (11) et (29) il suit que les deux modèles

{S(θt), θ ∈Θ =]0,1[} et
{

Sθ(t), θ ∈Θ =]0,1[
}
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coinsident si et seulement si le risque instantané de base est

α(t) = γtβ, γ > 0, β > 0,

i.e. si la fonction de survie de baseS(t) appartient à une famille de WeibullW(α,λ), donnée
par la formule (11) avecα = 1+β et λ = γ/(1+β).
Enfin on remarque qu’ici nous pouvons nous mettre dans la situation du modèle de Cox, en
introduisant le paramètreβ et le vecteur covariableZ telles que

θ = r(Z) = eZTβ, z∈ Rp, β ∈ Rp,

Z ∈ E , oùE est l’ensemble des tous les stresses admissibles (possibles),

r(·) : E → R1
+, r(0p) = 1.

Modèle log-logistique.
Soit X une variable aléatoire qui suit laloi logistique standardL(0,1), dont la densité

est

gX(x) =
ex

[1+ex]2
=

e−x

(1+e−x)2 , x∈ R1. (44)

La fonction de répartition deX est

G(x) = P{X ≤ x}=
1

1+e−x =
ex

1+ex .

En utilisantX, on construit une durée de survieT telle que

lnT =− lnµ+
1
λ

X, (45)

i.e.

T = exp{1
λ

X− lnµ} (46)

pour toutλ > 0 etµ> 0. Par calcul direct on trouve que la densité deT est

f (t;θ) =
λµ(µt)λ−1

[1+(µt)λ]2
1[0,∞[(t), (47)

oùθ = (µ,λ)T , µ> 0, λ > 0. On dit queT suit uneloi log-logistiqueLL(µ,λ) de paramètre
θ = (µ,λ). De (47) on trouve

F(t;θ) = Pθ{T ≤ t}=
(µt)λ

1+(µt)λ , t ∈ R1
+

et donc la fonction de survie deT est

Pθ{T > t}= S(t;θ) =
1

1+(µt)λ , t ∈ R1
+. (48)

De (47) et (48) on tire que le risque instantanné deT est

α(t;θ) =
λµ(µt)λ−1

1+(µt)λ =
λ
t
[1−S(t;θ)] =

λ
t

F(t;θ). (49)
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De (49) il suit queα(t;θ) est décroissante, si0 < λ < 1, i.e., dans ce casT appartient à la
classe DFR. Par contre, siλ > 1, alorsα(t;θ) a un maximum

λmax= µ(λ−1)(λ−1)/λ

au point

t =
1
µ
(λ−1)1/λ.

Enfin on remarque que si une durée de survieT suit une loi log-logistiqueLL(µ,λ), alors

ln
S(t;θ)
F(t;θ)

= ln
Pθ{T > t}
Pθ{T ≤ t} =−λ ln t−λ lnµ, (50)

i.e., le logarithme du rapport de probabilité de survie à la probabilité de défaillance est une
fonction linéaire du logarithme du tempst (ici θ = (λ,µ)T avecλ > o, µ> 0).
Remarque 7. Il est évident que si une fonction de survieS(t;θ) est considérée comme
la fonction de survie de base, on peut construire la classe d’alternative de Lehmann, en
introduisant

S(t;θ,z) = [S(t;θ)]e
zTβ

, z∈ Rp, β ∈ Rp.

Dans ce modèle le taux de défaillanceα(t;θ,β) est

α(t;θ,z) = α(t;θ)ezTβ.

Dans cette optique

S(t;θ) = S(t;θ,0p), et α(t;θ) = α(t;θ,0p),

où0p = (0, ...,0)T ∈ Rp.

6.4 Modèles nonparamétriques

.

Définition 1 (La classe de Polya d’ordre 2 (PF2)). On dit queT ∼PF2, si pour touts∈R1
+

la fonction

gs(t) =
f (t)

F(t +s)−F(t)
est croissant ent.
Théorème 1.T ∼ PF2 si et seulement si pour touts∈ R1

+ la fonction

f (t−s)
f (t)

est croissant ent.
On remarque queT ∼ PF2 si et seulement si

f (t +s)
f (t)
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est décroissante ent, ce qui est équivalent au théorème 1.
Définition 2 (IFR) . On dit qu’un élément, dont la durée de survie estT, estvieillissantsi
son taux de panneα(t) est croissant ( décroissant), i.e.

α(s)≤ α(t) 0 < s< t, (s, t) ∈ R1
+×R1

+.

On dit aussi queT a IFR (DFR) et on noteT ∼ IFR (T ∼ DFR).
IFR (DFR) vient deIncreasing (Decreasing) Failure Rate
Souvent les différents modèles nonparamétriques sont classée suivant que le risque instan-
tanéα(t) est croissant ou décroissant. La fonctionF(t) = P{T ≤ t} est alors dite distribution
IFR ou DFR respectivement et on noteF ∈ IFR, (F ∈ DFR).
De la définition 2 il suit queT ∼ IFR si et seulement si la fonctionlnS(t) est concave.
Théorème 2.SoitT ∼ IFR. Alors

S(t) > e−t/ET , 0 < t < ET.

Démostration. PuisqueT ∼ IRF, on en tire que la fonctionα(t) est croissante. Comme
A(t) =

∫ t
0 α(s)ds, alorsA′′(t) = α′(t) > 0 et donc la fonctionA(t) est convexe, d’où on tire

que

A(t)≤ A(ET)
ET

t, 0≤ t ≤ ET.

PuisqueA(ET) < 1, alors on a

S(t) = e−A(t) > e−t/ET , 0 < t ≤ ET.

Théorème 3.SoitT ∼ DFR. Alors

S(t)≤
{

e−t/ET , si t ≤ ET,
1
e·t ET, si t ≥ ET.

Théorème 4.Si T ∼ IFR, alors
ET2≤ 2(ET)2.

Corollaire 1. Si T ∼ IFR, alors son coefficient de variation

v =
√

Var T
ET

≤ 1.

Théorème 5.Si T ∼ DFR, alors

ET2≥ 2(ET)2.

Corollaire 2. Si T ∼ DFR, alors son coefficient de variation

v =
√

Var T
ET

≥ 1.

Souvent pour classer les modèles on emploiele risque moyen

RM(t) =
1
t
A(t) =

1
t

∫ t

0
α(s)ds.
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Définition 3 (IFRA) . Si RM(t) est croissant (décroissant), alors on dit queT a une dis-
tribution à taux de défaillance moyen croissant (décroissant) en temps et on noteT ∼
IFRA(DFRA).
IFRA (DFRA) vient deIncreasing (Decreasing) Failure Rate Average.
Théorème 7.Soit F(t) = P{T ≤ t} la fonction de répartition deT, S(t) = 1− F(t) la
fonction de survie deT. AlorsT ∼ IFRAsi et seulement si pour toutθ ∈]0,1[ on a

S(θt)≥ Sθ(t), t ∈ R1
+.

Autrement dit, si pour toutθ ∈]0,1[ la durée de survie du modèle de la vie accélérée corres-
pondante à ceθ donné est stochastiquement plus grande que la durée de survie correspon-
dante de la classe de Lehmann (au modèle de Cox).
Théorème 8. SiT ∼ IFR, alorsT ∼ IFRA, i.e. IFR⊂ IFRA.
Démonstration. En effet, commeT ∼ IFR, on a

A(t) =
∫ t

0
α(s)ds≤ tα(t), t ∈ R!

+,

puisque le risque instantanéα(t) est croissant, d’où on tire que

(
A(t)

t

)′
=

tα(t)−A(t)
t2 ≥ 0,

i.e.A(t)/t est croissante en t, doncT ∼ IFRA.

Définition 4 (NBU). On dit queT ∼ NBU ( New Better then Used où Neuf meilleur
Usagé) si pour toutu > 0

Su(t)≤ S(t), t ∈ R1
+.

Ici Su(t) = 1−Fu(t) = P{T > u+ t | T > u}.
De cette définition on tire queT ∼ NBU si et seulement si

S(u+ t)≤ S(u)S(t) pour tout u, t ∈ R1
+,

i.e., si et seulement si pour toutu, t ∈ R1
+

A(u+ t)≥ A(u)+A(t).

Théorème 9. SiT ∼ IFRA, alorsT ∼ NBU, i.e. IFRA⊂ NBU.
Démonstration. SoitT ∼ IFRA. Dans ce cas

A(t)
t

=
1
t

∫ t

0
α(s)ds, t ∈ R1

+,

est croissante ent, d’où on tire que pour toutθ ∈]0,1[ on a

A(θt)≤ θA(t) et A((1−θ)t)≤ (1−θ)A(t), t ∈ R1
+.

De ces deux inégalités on déduit que pour toutθ ∈]0,1[

A(θt)+A((1−θ)t)≤ A(t), t ∈ R1
+.
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En posantθt = u et (1−θ)t = v, on obtient que

A(u)+A(v)≤ A(u+v), u,v∈ R1
+,

et doncT ∼ NBU.
On remarque queIFR 6= IFRA, i.e. on peut construire une durée de survieT telle queA(t)

t
est croissante ent, t ∈ R1

+, maisα(t) n’est pas croissante. En effet, soit

α(t) =





t, si 0 < t ≤ 1,

2− t, si 1 < t ≤√2,

2−√2, si t >
√

2.

Dans ce cas

1
t
A(t) =

1
t

∫ t

0
α(s)ds=





t
2, si 0 < t ≤ 1,

2− t
2− 1

t , si 1 < t ≤√2,

2−√2, si t >
√

2.

On voit que (
1
t
A(t)

)′
≥ 0, t ∈ R1

+,

i.e.T ∼ IFRA, mais la fonctionα(t) n’est pas croissante, et donc la distribution deT n’ap-
partient pas à IFR.

La durée de vie moyenne restante.

Soit T une durée de survie,

F(t) = P{T ≤ t}, S(t) = 1−F(t), t ∈ R1
+.

Pour touts≥ 0 nous pouvons considérer la fonction de défaillance conditionnelle

FRs(t) = Fs(t) = P{T ≤ s+ t | T > s}= P{T−s≤ t | T > s}=

P{s< T ≤ s+ t}
P{T > s} =

F(s+ t)−F(s)
S(s)

, t ∈ R1
+. (1)

On remarque queFs(t) = F(t), si s= 0. CommeFs(t) a toutes les propriétés d’une fonction
de répartition, du théorème de Kolmogorov il suit l’existance d’une variable aléatoire réelle
Rs admettantFs(t) en qualité de sa fonction de répartition :

Fs(t) = P{Rs≤ t}, t ∈ R1
+. (2)

Définition 5. La variable aléatoireRs est appeléela durée de vie restante où résiduelle(the
residual life) de la durée de survieT qui a atteint l’âges.
Donc, pour toutsfixé, s∈R1

+, Rs est la durée de vie restante deT, sachant queT > s, et sa
loi est une loi conditionnelle avec la fonction de survie

SR(s)(t) = Ss(t) = 1−Fs(t) = 1− F(s+ t)−F(s)
S(s)

=
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S(s)− [1−S(s+ t)]− [1−S(s)]
S(s)

=
S(s+ t)

S(s)
, t ∈ R1

+. (3)

Donc Ss(t) est la probabilité de survie au cours de la périod]s,s+ t] sachant que le sujet
a été vivant jusqu’às, s∈ R1

+. Il faut remarquer ici que de la construction deSs(t) il suit
que la famille{Ss(t), s∈ R1

+} de fonctions de survie conditionnelle caractérise la loi deT.
Du théorème 2 il suit queFs(t) = F(t) si et seulement siX suoit une loi exponentielle (on
suppose queF est continue).

Si T a la densitéf (t) = F ′(t), alors la densité deRs existe et s’exprime par la formule

fRs(t) = fs(t) =
f (s+ t)

S(s)
, t ∈ R1

+. (4)

Cette formule s’ensuit immédiatement de (1).
On remarque que sit = 0, alors

fs(0) = lim
t→0

Fs(t) =
f (s)
S(s)

= α(s), (5)

où α(t) = f (t)/S(t), t ∈ R1
+, est le risque instantané deT. Dans la remarque 3 de §3 on

a montré que la fonction de survieS(t) de T s’exprime en terme du taux de défaillance
instantanéα(t) :

S(t) = exp{−
∫ t

0
α(u)du}, t ∈ R1

+,

d’où on tire queSs(t) s’exprime aussi en terme deα(t) :

Ss(t) =
S(s+ t)

S(s)
= exp{−

∫ s+t

s
α(x)dx}= exp{−

∫ t

0
α(u+s)du}, (6)

et donc le risque instantanéαRs(t) deRs est

αRs(t) = α(s+ t), t ∈ R1
+, (7)

où α(t) est le risque instantané deT.
SoitT une durée de survie. Pour touts∈ R1

+ on peut considérer sa vie restanteRs.
Théorème 10. Le risque instantané de défaillanceα(t) de durée de survieT est croissant
si et seulement siRu est stochastiquement plus grande queRv pour tousu < v, (u,v∈ R1

+).
Démostration. De (6) on a

Ss(t) = exp{−
∫ s+t

s
α(x)dx}, t ∈ R1

+,

pour touts∈ R1
+, d’où on tire que

∂
∂s

Ss(t) = [α(s)−α(s+ t)]Ss(t). (8)

PuisqueSs(t) > 0, on tire de (8) queSs(t) est décroissante (croissante) ens si et seulement
si le risque de défaillanceα(t) est croissant (décroissant). Mais siSs(t) est décroissante en
s, alors

Su(t)≥ Sv(t) pour tout u < v, (9)
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ce qui signifie queRu est stochastiquement plus grande queRv, u < v. Le théorème est
démontré.
Définition 6. L’espérance mathématiquer(s) = ERs, s∈R1

+, est appelée ladurée moyenne
de la vie restanteRs.
De cette définition on trouve que

r(s) = ERs = E{T−s | T > s}= E{T | T > s}−s, s∈ R1
+, (10)

et en particulierr(0) = ET.
Théorème 11. La durée moyenner(s), s∈R1

+, de la vie restanteRs caractérise la loi de la
durée de survieT.
Pour démontrer ce théorème il suffit de montrer quer(s) s’exprime en terme deS(s), par
exemple, ce qui n’est pas difficile, puisque de la définition der(s) il suit que

r(s) =
1

S(s)

∫ ∞

s
S(u)du, s∈ R1

+, (11)

et réciproquement

S(t) =
r(0)
r(t)

exp{−
∫ t

0

1
r(x)

dx}, t ∈ R1
+.

Définition 7 (NBUE). On dit queT ∼ NBUE (New is Better than Used in Expectation) si
pour touts∈ R1

+
ET ≥ E{T−s | T > s}= ERs.

Théorème 12. Si T ∼ NBU, alorsT ∼ NBUE, i.e.NBU⊂ NBUE.
Démonstration. En effet, pour touts> 0 on a

Ss(t)≤ S(t), t ∈ R1
+,

d’où on tire que ∫ ∞

0
Ss(t)dt ≤

∫ ∞

0
S(t)dt,

i.e.
r(s) = ERs≤ ET = r(0), s∈ R1

+,

donc,T ∼ NBUE.

Définition 8 (DMRL) . On dit queT ∼DMRL(Decreasing Mean Residual Life), si pour
tout0≤ s< t < ∞

E{T−s | T > s} ≥ E{T− t | T > t}.
On dit aussi queT a ladurée de vie moyenne restante décroissante.
Théorème 13. Si T ∼ DMRL, alorsT ∼ NBUE, i.e.DMRL⊂ NBUE.
Définition 9 (HNBUE). On dit queT ∼ HNBUE (Harmonic New Better than Used in
Expectation) si

1
ET

∫ ∞

s
S(t)dt ≤ e−s/ET pour tout s∈ R1

+.

Exemple 2. SoitP{T ≥ t}= S(t), où

S(t) =





1, 0≤ t < 1,
0.25, 1≤ t < 3,
0, t ≥ 3.
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Il est facile de vérifier queT ∼ HNBUE.
Enfin on introduit encore une classe qui est assez naturelle.
Définition 10. (IDMRL) On dit queT ∼ IDMRL (Increasing and Decreasing Mean Resi-
dual Life), si la vie moyenne restanter(s) deT est unimodale i.e., s’il existes0 > 0 tel que
r(s) est croissante sur[0,s0[ et décroissante sur[s0,∞[.

De façon analogue à l’introduction de la classeDFR on peut introduire les classes sui-
vantes :
DFRA - Decreasing Failure Rate on Average,
NWU - New Worse than Used,
NWUE - New Worse than Used in Expectation,
IMRL - Increasing Mean Residual Life,
HNWUE - Harmonic New Worse than Used in Expectation.

6.5 Types de censure.

1. Censure du type I : temps à censure fixéC.

Définition 1 (Censure à droite).Étant donné un échantillonX = (X1, ...,Xn)T de durées
de survieXi et un nombre positif fixéC, on dit qu’il y a censure à droite de cet échantillon ,
si au lieu d’observerX1, ...,Xn, on observen statistiques

(T1,D1), ...,(Tn,Dn),

où

Ti = Xi ∧C = min(Xi ,C), Di = 1{Ti=Xi} =
{

1, si Xi ≤C,
0, si Xi > C.

(6.1)

Il est clair que
Ti = Xi1{Xi≤C}+C1{Xi>C}.

Donc, en realité on observe la défaillance (le décès) du sujeti si Xi ≤ C, et la variable
indicatriceDi de l’état aux dernières nouvelles vaut 1 dans ce cas. Dans le cas contraire,
Xi > C et donc l’observation est censurée et l’état aux dernières nouvellesDi du sujeti vaut
0. Lorsqu’on ordonne les valeurs deTi par ordre croissant, obtenant les statistiques d’ordre

T(1) ≤ T(2) ≤ ...≤ T(n),

on ne perd aucune information.
C’est par exemple ce qui se passe lorsqu’on observe la durée de fonctionnement den sys-
tèmes complexes au cours d’une expérience de duréeC.

On remarque qu’en cas de censure non aléatoire à droite le nombre de décès (de pannes)
et les durées exactes de survie des sujets décédés sont aléatoires. La période maximale de
l’observationC est fixée. Soitf (xi ;θ) la densité deXi ,

Xi ∼ f (xi ;θ), θ ∈Θ, xi ≥ 0,
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et
S(xi ;θ) = 1−F(xi ;θ) = Pθ{Xi > xi}

sa fonction de survie,Xi est un élément de l’échantillonX. Dans ce cas la densité de la
statistique(Ti ,Di) est donnée par la formule

g(ti ,di ;θ) = [ f (ti ;θ)]di [S(ti ;θ)]1−di , ti > 0; di ∈ {0,1},
par rapport à la mesuredλ×dµ, oùλ est la mesure de Lebesgues sur[0,∞[, etµ la mesure de
comptage sur{0,1}. Parce que la statistiqueDi , représente la partie discrète de la statistique
(Ti ,Di), on a

Pθ{Ti ,Di = 0}= Pθ{C≤,Xi > C}= S(C;θ),

=
{

S(C;θ) si C≤ ti ,
0 sinon,

=
∫ ti

0
S(C;θ)1v>Cdv,

et donc
g(ti ,0;θ) = S(C;θ)1ti>C.

De l’autre côté on a

Pθ{Ti ≤ ti ,Di = 1}= Pθ{Xi ≤ ti ,Xi ≤C}

=
{

S(C;θ) si ti ≤C,
0 sinon,

=
∫ ti

0
f (v;θ)1v≤Cdv,

et donc
g(ti ,1;θ) = f (ti ;θ)1ti≤C.

Donc la fonction de vraisemblance, correspondant aux observations(T1,D1), ...,(Tn,Dn),
est

L(θ) =
n

∏
i=1

[ f (Ti ;θ)]Di [S(C;θ)]1−Di . (6.2)

On remarque que cette distribution est continue par rapport àTi , et discrète par rapport à
Di .
Exemple 1. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ f (xi ;θ) = θe−θxi , xi > 0, θ ∈Θ =]0,+∞[,

i.e., la durée de survie du sujeti suit une loi exponentielle de paramètreθ. On remarque que
dans ce modèle

EXi =
1
θ

et VarXi =
1
θ2 .

Supposons que la duréeC de l’étude est fixée à l’avance.

- t
0 T(1) T(2) T(R) C

SoientT = (T1, ...,Tn)T , oùTi = min(Xi ,C), etT(·) = (T(1), ...,T(R),C, ...,C)T le vecteur
des statistiques d’ordre associé àT,

0 < T(1) < T(2) < ... < T(R) < C.
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La statistique
R= D1 +D2 + · · ·+Dn = D(1) +D(2) + ...+D(n),

nous indique le nombre de décès observés,R∈ {0,1, ...,n}. Ici D(i) dénote la statistiqueDi

associée àT(i). De (2) il suit que la fonction de vraisemblanceL(θ), correspondante à la

statistiqueT(·), est donnée par la formule

L(θ) =
n

∏
i=1

(
θe−θTi

)Di
(

e−θTi

)1−Di
= θRexp

{
−θ

n

∑
i=1

Ti

}
, (6.3)

donc la statistique exhaustive est bidimensionnelle,

(R,T) =

(
n

∑
i=1

Di ,
n

∑
i=1

Ti

)
=

(
n

∑
i=1

D(i),
n

∑
i=1

T(i)

)
, (6.4)

où
T = T1 +T2 + · · ·+Tn = T(1) +T(2) + · · ·+T(n).

On note encore une fois que la loi marginale deRest discrète, ici elle est binomialeB(n, p),

p = p(θ) = S(C;θ) = Pθ{X1 > C}= e−Cθ, (6.5)

et la loi marginale deT est continue.
Puisque

T =
n

∑
i=1

Ti =
R

∑
i=1

T(i) +(n−R)C, (6.6)

on en tire que la statistique (
R,

R

∑
i=1

T(i) +(n−R)C

)
(6.7)

est elle aussi exhaustive.
Pour estimerθ nous pouvons utiliser la méthode du maximum de vraisemblance. De (3)

et (5), de même que de (7), on déduit que

lnL(θ) = Rlnθ−θ

[
R

∑
i=1

T(i) +(n−R)C

]
, (6.8)

d’où

Λ(θ) =
∂

∂θ
lnL(θ) =

R
θ
−

[
R

∑
i=1

T(i) +(n−R)C

]
, (6.9)

et l’estimateur de maximum de vraisemblanceθ̂n du paramètreθ, qui vérifie l’équation
Λ(θ) = 0, est

θ̂n =
R

R
∑

i=1
T(i) +(n−R)C

=

n
∑

i=1
Di

n
∑

i=1
Ti

. (6.10)
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On remarque que siR> 10 et n assez grand pour queR/n < 0.1, alors on peut estimer en
s’appuyant sur la loi des grands nombres que

R

∑
i=1

T(i) = R· 1
R

R

∑
i=1

T(i) ≈ R·C
2

.

On déduit alors de (10) que

θ̂n≈ R[
n− R

2

]
C

.

Remarque 1. On dit que la statistique

T =
n

∑
i=1

Ti =
R

∑
i=1

T(i) +(n−R)C

est le temps global de survie (de fonctionnement) des sujets (des éléments)au cours des
essais.
Remarque 2. CalculonsM(θ) = EθTi etD(θ) = Var θTi . On a

M(θ) = EθTi =
C∫

0

tθe−θtdt+CP{Xi > C}=

=
1
θ

[
1−e−θC−θCe−θC

]
+Ce−θC =

1
θ

(
1−e−θC

)
.

D(θ) = Var θTi = ET2
i − (ETi)2 =

=
2
θ2

[
1−e−θC−θCe−θC

]
− 1

θ2

(
1−2e−θC +e−2θC

)
=

=
1
θ2

[
1−2θCe−θC−e−2θC

]
.

SupposonsθC¿ 1, c’est-à-dire que les éléments sont relativement sûrs. En décomposant
l’exponentielle en série, on obtient

e−θC ≈ 1−θC+
(θC)2

2
− (θC)3

6
,

e−2θC ≈ 1−2θC+2(θC)2− 4
3
(θC)3,

d’où, puisqueθC¿ 1,

M(θ) = EθTi ≈C− θC2

2
+

θ2C3

6
= C

[
1− θC

2
+

(θC)2

6

]
,

D(θ) = Var θTi ≈ 1
θ2

[
2θC−2(θC)2 +

4
3
(θC)3−2θC+2(θC)2− (θC)3 +

(θC)4

3

]
=

=
θC3

3
[1−θC]≈ θC3

3
.
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Si on utilise le théorème limite central, on trouve que sin→ ∞, alors le temps global de
fonctionnement

T =
n

∑
i=1

Ti =
R

∑
i=1

T(i) +(n−R)C

est asymptotiquement normal de paramètresnM(θ) etnD(θ) :

lim
n→∞

P

{
T−nM(θ)√

nD(θ)
≤ x

}
= Φ(x),

d’où on tire que pour les grandes valeurs den la variable aléatoire




T−nC
[
1− θC

2 + (θC)2

6

]
√

nθC3

3





2

est distribuée approximativement commeχ2
1, autrement dit pour de grands n on peut ad-

mettre que [
T−nM(θ)√

nD(θ)

]2

= χ2
1.

On peut utiliser ce résultat pour estimerθ par intervalle.

2. Censure de type II : jusqu’au r-ième "décès".

Si au lieu de décider à l’avance de la duréeC de l’étude on décide d’attendre que parmi
les n sujets initiaux ou les systèmes de l’étude,r soient morts ou en panne, on a affaire
à une censure de type II. En pratique on applique ce type de censure quand la durée de
vie moyenne avant la première panne du système est trop élevée par rapport à la durée de
l’étude et on ne fixe pas la durée de l’expérience, mais le nombrer de pannes que l’on
veut observer. Il est évident que dans cette situation le moment d’arrêt de l’expérience, le
momentT du décès der-ième sujet, c’est-à-dire la durée de l’expérience est aléatoire. On
rappelle que dans le cas de la censure du type I la duréeC de l’étude est fixée à l’avance,
mais le nombre de décès observésRest aléatoire.
Définition 2. (Censure du type II). Étant donné un échantillon
X= (X1, ...,Xn)T de durées de survieXi et un nombre entier positifr, on dit qu’il y a censure
de type II, si au lieu d’observerX1, ...,Xn on observen statistiques

(T1,D1), . . . ,(Tn,Dn),

où
Ti = Xi ∧X(r), Di = 1{Ti=Xi}, (6.11)

X(r) est la r-ième statistique d’ordre, i.e.X(r) est la r-ième composante du vecteur des

statistiques d’ordreX(·) = (X(1), ...,X(n))T associé à l’échantillonX,

0 < X(1) < X(2) < ... < X(r) < ... < X(n). (6.12)

C’est-à-dire que dans la situation considérée la date de censure estX(r) et les observations
sont :

T(i) = X(i), i = 1,2, ..., r,
T(i) = X(r), i = r, r +1, ...,n.
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Si
Xi ∼ f (xi ;θ) et S(xi ;θ) = Pθ{Xi > xi}, xi > 0, θ ∈Θ,

alors la fonction de vraisemblance associée aux statistiques

(T1,D1),(T2,D2), . . . ,(Tn,Dn)

est

L(θ) =
n!

(n− r)!

n

∏
i=1

f (T(i);θ)D(i)S(T(i);θ)1−D(i) =

=
n!

(n− r)!

r

∏
i=1

f (X(i);θ)S(X(r);θ)n−r , (6.13)

puisque
n
∑

i=1
Di = r, où r est donné.

Exemple 2.Soit

Xi ∼ f (xi ;θ) = θe−θxi , xi > 0, θ ∈Θ =]0,+∞[,

i.e.Xi suit une loi exponentielle de paramètreθ, θ > 0. Dans ce cas la fonction de vraisem-
blance, associée aux données censurées (censure du type II) est

L(θ) =
n!

(n− r)!

(
r

∏
i=1

θe−θX(i)

)(
e−θX(r)

)n−r
=

=
n!

(n− r)!
θr exp{−θ

r

∑
i=1

X(i)}exp{−θX(r)(n− r)}=

=
n!

(n− r)!
θr exp

{
−θ

[
r

∑
i=1

X(i) +(n− r)X(r)

]}
=

=
n!

(n− r)!
θr exp

{
−θ

[
r

∑
i=1

T(i) +(n− r)T(r)

]}
.

On voit que dans ce cas la statistique scalaire

T =
r

∑
i=1

T(i) +(n− r)T(r) =
n

∑
i=1

T(i) =
n

∑
i=1

Ti

est exhaustive. Elle représente le temps global de survie (de fonctionnement). Il est évident
que l’estimateur de maximum de vraisemblanceθ̂n est

θ̂n =

n
∑

i=1
Di

n
∑

i=1
Ti

=
r

r
∑

i=1
T(i) +(n− r)T(r)

.

On peut démontrer que

P{T ≤ x}=
n!

(n− r)!
θr

∫
...

∫

0<t1<···<tr
r
∑

i=1
ti+(n−r)tr≤x

exp

{
−θ

[
r

∑
i=1

ti +(n− r)tr

]}
dt1 · · ·dtr =
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= P{χ2
2r ≤ 2θx},

i.e.

T =
χ2

2r

2θ
.

En effet,

P{T ≤ x}=
n!

(n− r)!
θr

∫
...

∫

0<t1<···<tr
r
∑

i=1
ti+(n−r)tr≤x

exp

{
−θ

[
r

∑
i=1

ti +(n− r)tr

]}
dt1 · · ·dtr =

=
n!

(n− r)!
θr

∫
...

∫

0<t1<···<tr
r−1
∑

i=1
ti+(n−r+1)tr≤x

exp

{
−θ

[
r−1

∑
i=1

ti +(n− r +1)tr

]}
dt1 · · ·dtr .

Après avoir fait le changement des variables :

t1 = u1, t2 = u1 +u2, . . . , tr−1 = u1 + . . .+ur−1,
r−1

∑
i=1

ti +(n− r +1)tr = u,

oùui > 0 etu≤ x, on a

P{T ≤ x}=
n!

(n− r)!
θr

∫
...

∫

u1>0,...,ur−1>0
r−1
∑

i=1
(n−r+1)ui<u≤x

1
n− r +1

e−θudu1 · · ·dur−1du,

puisque

det

∥∥∥∥
D(t1, . . . , tr)

D(u1, . . . ,ur−1,u)

∥∥∥∥ =
1

n− r +1
.

En faisant un nouveau changement des variables :

(n− i +1)ui = vi , i = 1, . . . , r−1, u = v,

on trouve que

P{T ≤ x}=
n!

(n− r +1)!
θr

∫
...

∫

v1>0,...,vr−1>0
r−1
∑

i=1
vi<v≤x

r+1

∏
i=1

1
n− i +1

e−θvdv1 · · ·dvr−1dv =

= θr

x∫

0

e−θvdv
∫

...

∫

v1>0,...,vr−1>0
r−1
∑

i=1
vi<v

dv1 · · ·dvr−1 =
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= θr

x∫

0

vr−1e−θvdv=
1

Γ(r)

∫ θx

0
yr−1e−ydy= P{γr ≤ θx}= P{χ2

2r ≤ 2θx}.

De ce résultat il suit que

Eθ̂n = E
2rθ
χ2

2r

= 2rθ
∞∫

0

1
x

1

2rΓ
(2r

2

)x
2r
2 −1e−x/2dx=

r
r−1

θ,

et donc

θ∗n =
r−1

r
∑

i=1
T(i) +(n− r)T(r)

est ici le meilleur estimateur sans biais (MVUE) pourθ. On note que

Varθ∗n =
θ2

r−2
, r > 2.

Enfin, on remarque qu’en l’absence de censure, l’estimateur de maximum de vraisemblance
θ̂n, obtenu avec toutes les donnéesX1, ...,Xn, est

θ̂n =
n

n
∑

i=1
Xi

=
1
X̄n

.

Exercice. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,Xi suit une loi exponentielle de paramètre
θ. Notons

Zi = (n− i +1)(X(i)−X(i−1)), (i = 1,2, ...,n; X(0) = 0),

ωi = (Z1 + ...+Zi)/(Z1 + ...+Zi+1), (i = 1,2, ...,n−1),

ωn = Z1 + ...+Zn, Vi = ωi
i (i = 1,2, ...,n−1).

Montrer que
a) les variables aléatoiresω1, ...,ωn sont indépendantes ;
b) Vi ∼U(0,1).

Supposons qu’on ait une censure du type II avecr = 6, et que les 6 premiers moments de
défaillance den = 100téléviseurs sont :

60,140,240,340,400,450 (jours).

c) Vérifier l’hypothèse que la durée de survie des téléviseurs suit une loi exponentielle
de paramètreθ. Utiliser les résultats de a), b) et le critère de Kolmogorov.

3. Censure du type III : censure aléatoire.

Définition 3. Etant donné un èchantillonX = (X1, ...,Xn)T de durées de survieXi , on dit
qu’il y a censure aléatoire de cet échantillon s’il existe un autre échantillonC

C= (C1, ...,Cn)T ∈ Rn
+
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indépendant deX, tel que au lieu d’observerX1, ...,Xn on observe les statistiques

(T1,D1),(T2,D2), ...,(Tn,Dn), (6.14)

où
Ti = Xi ∧Ci , Di = 1{Ti=Xi}.

Donc en cas de censure aléatoire, on associe à chaque sujeti (i = 1,2, ...,n) une statistique
de dimension 2 :(Xi ,Ci) ∈ R2

+, dont seulement la plus petite composante est observée :

{
Xi est la survie,
Ci est la censure.

On sait de plus quelle est la nature de cette durée :
si Di = 1, c’est une survie,
si Di = 0, c’est une censure.
Nous avons supposé que le délai de censureCi du sujeti est une variable aléatoire

indépendante de la durée de survieXi . Notons

H(t) = P{Ci ≤ t} etQ(t) = P{Ci > t}

la fonction de répartition et la fonction de survie deCi et h(t) = H ′(t), densité deCi , i =
1,2, . . . ,n. Dans ce cas la densitég(ti ,di ;θ) de la statistique(Ti ,Di) est

f (ti ;θ)Q(ti), si Di = 1 (Xi est la survie),

h(ti)S(ti ;θ), si Di = 0 (Ci est la censure),

oùS(x;θ) = 1−F(x;θ), i.e.,

(Ti ,Di)∼ g(ti ,di ;θ) = [ f (ti ;θ)Q(ti)]di [h(ti)S(ti ;θ)]1−di .

On obtient donc la fonction de vraisemblance de l’échantillon (14)

L(θ) =
n

∏
i=1

[ f (Ti ;θ)Q(Ti)]Di [h(Ci)S(Ci ;θ)]1−Di .

CommeQ(t) eth(t) ne dépendent pas deθ on en tire que

L(θ) = const
n

∏
i=1

[ f (Ti ;θ)]Di [S(Ci ;θ)]1−Di .

On remarque que ce résultat suit immédiatement du fait queT1,T2, ...,Tn forment aussi un
échantillon, oùTi suit la même loiH(t;θ) = 1−S(t;θ)Q(t) :

H(t;θ) = Pθ{Ti ≤ t}= 1−Pθ{Ti > t}= 1−Pθ{min(Xi ,Ci) > t}=

1−Pθ{Xi > t,Ci > t}= 1−Pθ{Xi > t}P{Ci > t}= 1−S(t;θ)Q(t).
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6.6 Troncature.

Définition 1. On dit qu’il y a troncature gauche(respectivement droite) lorsque la va-
riable d’intérêt T n’est pas observable quand elle est inférieure à un seuilc > 0 fixé
(respectivement supérieure à un seuilC > 0 fixé).

On remarque que ce phénomène de troncature est très différent de celui de la censure,
car dans le cas de la censure, on sait que la variableT, non observée, est supérieure (ou
inférieure) à une valeurC qui, elle, a été observée. Donc, la troncature élimine de l’étude
une partie desT, ce qui a pour conséquence que l’analyse pourra porter seulement sur la loi
deT conditionnellement à l’événement(c < T ≤C), en cas de troncature gauche et droite
simultanées.
Exemple 1. SoitT une variable aléatoire, dont la fonction de répartition est

F(t) = P{T ≤ t}.

Supposons queT ait pour densitéf (t) = F ′(t), et qu’il y ait troncature gauche et droite
simultanées : pour cette raisonT est observable seulement sur l’intervalle]c,C]. Donc, on
a une distribution tronquée dont la fonction de répartition est

F(t|c < T ≤C) =





0, si t ≤ c,
F(t)−F(c)
F(C)−F(c) , si c < t ≤C,

1, si t > C.

En termes de fonction de survie deT,

S(t) = P{T > t}= 1−F(t),

la fonction de survie de la loi tronquée est

S(t|c < T ≤C) =





1, si t ≤ c,
S(t)−S(C)
S(c)−S(C) , si c < t ≤C,

0, si t > C.

Si C = +∞ etc > 0 on a une troncature à gauche,
si c = 0 etC < ∞ on a une troncature à droite.
Il est facile de vérifier que sif (t) existe alors la densité de la loi tronquée existe aussi et

f (t|c < T ≤C) =

{
f (t)

F(C)−F(c) = f (t)
S(c)−S(C) , si c < t ≤C,

0, sinon.

Le risque de panneα(t|c < T ≤C) de la loi tronquée est

α(t|c < T ≤C) =
f (t|c < T ≤C)
S(t|c < T ≤C)

=
f (t)

S(t)−S(C)
,

qui peut s’écrire aussi

α(t|c < T ≤C) =
f (t)
S(t)

S(t)
S(t)−S(C)

= α(t)
S(t)

S(t)−S(C)
, c < t ≤C.
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On remarque que le risque de panne ne dépend que deC. Donc, s’il n’y a que la troncature
à gauche(c > 0,C = ∞), on aS(C) = 0 et

α(t|c < T) = α(t),

i.e. la troncature à gauche ne change pas le risque de panne, tandis que la troncature à droite
augmente ce risque.

NotonsTc,C la variable aléatoire, dont la fonction de répartition conditionnelle est

F(t|c < T ≤C) = Fc,C(t).

Il est évident que
C∫

c

fc,C(t)dt = 1.

Nous pouvons calculer aussi son espérance mathématique

ETc,C = E{T|c < T ≤C}=
C∫

c

t fc,C(t)dt.

Par exemple, siF(t) est la fonction de répartition de la loi uniforme sur[a,d], i.e.

F(t) =





0, t ≤ a,
t−a
d−a, a < t ≤ d,

1, t > d,

et
[c,C]⊂]a,d[,

alors

F(t|c < T ≤C) =





0, si t ≤ c,
F(t)−F(c)
F(C)−F(c) , si c < t ≤C,

1, si t > C,

=





0, si t ≤ c,
t−c
C−c, si c < t ≤C,

1, si t > C,

et la distribution tronquée est de nouveau uniforme, mais sur l’intervalle]c,C].
(Voir Woodroofe (1985), Huber (1989).)
Exemple 2. Modèle de la loi normale tronquée.Soit T une durée de survie dont la fonc-
tion de répartition est

F(t;µ,σ2) = Pµ,σ2{T ≤ t}=
Φ

( t−µ
σ

)−Φ
(− µ

σ
)

1−Φ
(− µ

σ
) 1[0,∞[(t), t ∈ R1,

où Φ(·) est la fonction de répartition de la loi normale standardN(0,1), |µ| < ∞, σ2 > 0.
On dit que la durée de survieT suit la loi normale,tronquée au zéro. La fonction de survie
deT est

S(t;µ,σ2) = 1−F(t;µ,σ2) =
1−Φ

( t−µ
σ

)

Φ
( µ

σ
) 1[0,∞[(t), t ∈ R1,
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et la densité deT est

f (t;µ,σ2) =
1

σΦ
( µ

σ
)ϕ

(
t−µ

σ

)
1[0,∞[(t), t ∈ R1,

où ϕ(·) = Φ′(·), d’où on tire que le risque de panneα(t) est

α(t) =
ϕ

( t−µ
σ

)

σΦ
(µ−t

σ
)1[0,∞[(t), t ∈ R1,

puisqueΦ(x)+Φ(−x)≡ 1, x∈ R1.
La vie moyenneET deT est

ET =
∫ ∞

0
S(t;µ,σ2)dt =

1

Φ
( µ

σ
)

∫ ∞

0
Φ

(
µ− t

σ

)
dt =

σ
Φ

( µ
σ
)

∫ µ/σ

−∞
Φ(u)du=

σ
Φ

( µ
σ
)

[
µ
σ

Φ
(mu

σ

)
−

∫ µ/σ

−∞
uϕ(u)du

]
=

µ+
σ

Φ
( µ

σ
)

∫ µ/σ

−∞
ϕ′(u)du= µ+

σϕ
( µ

σ
)

Φ
( µ

σ
) > µ.

Pour étudier le comportement deα(t) on remarque que

ϕ(x)
(

1− 4
x2

)
< ϕ(x) < ϕ(x)

(
1+

1
x2

)
, x > 0, (1)

d’où on tire immédiatement que

(
1
x
− 1

x2

)
ϕ(x) < 1−Φ(x) <

1
x

ϕ(x), x > 0, (2)

puisque
1
x

ϕ(x) =
∫ ∞

0
ϕ(u)

(
1+

1
u2

)
du

et (
1
x
− 1

x3

)
ϕ(x) =

∫ ∞

x
ϕ(u)

(
1− 4

u2

)
du.

Comme

α(t) =
ϕ

( t−µ
σ

)

σΦ
(µ−t

σ
)1[0,∞[(t), t ∈ R1,

de (2) on tire que
1
t
− 1

t3 <
1

α(t)
<

1
t
,

d’où on obtient que

lim
t→∞

α(t)
t

= 1.
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6.7 Estimateur de Kaplan-Meier.

Si l’on ne peut pas supposer a priori que la loi de la durée de survieX obéit à un modèle
paramétrique, on peut estimer la fonction de survieS(t) grâce à plusieurs méthodesnon-
paramétriquesdont la plus intéressante est celle deKaplan-Meier, (1958).

Cet estimateur est aussi appeléP-L estimateurcar il s’obtient comme un produit : la
probabilité de survivre au delà de l’instantt(n) est égale au produit suivant :

S(t(n)) = P{X > t(n)}= P(X > t(n)|X > t(n−1)) ·S(t(n−1)) = ∆n pt(n−1)S(t(n−1)),

où0 = t(0) < t(1) < ... < t(n),

∆n pt(n−1) = St(n−1)(∆n), ∆n = t(n)− t(n−1),

t(n−1) est une date antérieure àt(n).

- t
0 t(1)

∆1

t(2)

∆2

t(3)

∆3

t(n−1) t(n)

∆n

Si on renouvelle l’opération en choisissant une datet(n−2) antérieure àt(n−1), on aura de
même

S(t(n−1)) = P{X > t(n−1)}= P(X > t(n−1)|X > t(n−2)) ·S(t(n−2)),

et ainsi de suite, on obtient la formule :

S(t(n)) =
n

∏
i=1

∆i pt(i−1) =
n

∏
i=1

(1− ∆i qt(i−1)),

sachant queS(0) = 1.
Cet estimateur est bien adopté aux cas de la présence de la censure. Si on choisit pour

dates où l’on conditionne celles où s’est produit un événement, qu’il s’agisse d’une mort
ou d’une censure,t(i) = T(i) on aura seulement à estimer des quantités de la forme :

pi = P{X > T(i)|X > T(i−1)}= ∆i pT(i−1),

qui est la probabilité de survivre pendant l’intervalle de temps∆i =]T(i−1);T(i)] quand on
était vivant au début de cet intervalle. On note que

0 = T(0) ≤ T(1) ≤ ·· · ≤ T(n).

Notons :
Ri = card R(T−(i)) le nombre des sujets qui sont vivants juste avant l’instantT(i), en désignant

parR(t−) l’ensemble des sujets à risque à l’instantt− ;
Mi = le nombre de morts à l’instantT(i) ;
qi = 1− pi la probabilité de mourir pendant l’intervalle∆i sachant que l’on était vivant au
début de cet intervalle.
Alors l’estimateur naturel deqi est

q̂i =
Mi

Ri
.
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Supposons d’abord qu’il n’y ait pas d’ex-aequo, i.e. on suppose que

0 = T(0) < T(1) < · · ·< T(n).

Dans ce cas,
si D(i) = 1, c’est qu’il y a eu un mort enT(i) et doncMi = 1,
si D(i) = 0, c’est qu’il y a eu une censure enT(i) et doncMi = 0.
Par suite,

p̂i = 1−Mi

Ri
=

(
1− 1

Ri

)D(i)

=
{

1− 1
Ri

, en cas de mort enT(i),

1, en cas de censure enT(i),

donc p̂i n’est différent de 1 qu’aux instants de décès observés.
L’estimateur de Kaplan-Meierpour la fonction de survieS(t) est :

Ŝ(t) = Ŝn(t) = ∏
T(i)≤t

p̂i = ∏
T(i)≤t

(
1− 1

Ri

)D(i)

=

= ∏
T(i)≤t

(
1− 1

n− i +1

)D(i)

.

Il est évident que en absence de la censure, i.e. siDi = 1 pour∀i, alors

Ŝn(t) =





1, t ≤ T(1),
n−i
n , T(i) ≤ t < T(i+1),

0, t ≥ T(n).

On remarque queRi = n− i +1 car, mort ou censuré le sujet disparait de l’étude.
Il est évident que l’estimateur de Kaplan-MeierF̂n(t) deF(t) = 1−S(t) est

F̂n(t) = 1− Ŝn(t) =





0 , si t < T(1),

1−∏T(i)≤t
(

n−i
n−i+1

)D(i) , si T(1) ≤ t < T(n),

1, si t ≥ Tn.

Pour estimer la variance dêSn(t), on utilisel‘approximation de Greenwood, d’après laquelle

Var
[
Ŝn(t)

]≈ [
Ŝn(t)

]2 ∑
i:Ti≤t

Di

(n− i)(n− i +1)
.

La moyenneEXi de survieXi est estimée par
∫ ∞

0 Ŝn(t)dt. Enfin on remarque que

Ân(t) =− ln Ŝn(t)

peut-être considéré commel’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de risque cumulée
A(t).

Quandn est assez grand pour évaluerÂn(t) on peut utiliserl’approximation de Nelson:

Ân(t)≈ ∑
i:Ti≤t

Di

n− i +1
,
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puisque

log

(
1− 1

n− j +1

)
≈− 1

n− j +1
,

pour les grandes valeurs den− j +1. La statistique

A∗n(t) = ∑
i:Ti≤t

Di

n− i +1

est connue commel’estimateur de Nelsonpour le taux de hasard cumuléA(t).
Théorème 1.Si les loisF etH de la survieXi et de la censureCi n’ont aucune discontinuité
commune, la suite d’estimateurs{Ŝn(t)} de Kaplan-Meier de la fonction de survieS(t) est
consistante.
Théorème 2.Si l’échantillonX= (X1, ...,Xn)T et l’échantillon de censure
C= (C1, ...,Cn)T sont indépendants, alors dans les conditions du théorème 1

√
n(Ŝn(t)−S(t)) L→W(t), n→ ∞,

oùW(t) est un processus gaussien centré,EW(t)≡ 0, dont la fonction de covariance est

k(s, t) = EW(s)W(t) = S(s)S(t)
∫ s∧t

0

dF(u)
[1−F(u)]2[1−H(u)]

.

Remarque 1. Il est facile à voir que

E
Ŝn(t)

S(t ∧T(n))
= 1,

et donc

S(t) = E
S(t)

S(t ∧T(n))
Ŝn(t) > EŜn(t),

i.e. l’estimateur de Kaplan-Meier̂Sn(t) n’est pas un estimateur sans biais pourS(t).
Remarque 2. Si S(t) est continue, alors pour∀t < H−1(1)

Ŝn(t) = S(t)+
1
n

n

∑
i=1

ψi(t)+ rn(t),

où ψ1(t) sont i.i.d.,Eψi(t) = 0, uniformément bornées sur[0,T], et

sup
t∈[0,T]

|tn(t)|= O(n−1 logn) (mod P)

quandT < H−1(1), H(t) = P{Ti ≤ t}.
Théorème 3. Dans les conditions du théorème 2 l’estimateur de NelsonA∗n du taux de
hasard cumuléA vérifie :

√
n(Â∗n(t)−A(t)) L→W(t), n→ ∞,

oùW(t) est un processus gaussien centré,EW(t)≡ 0, dont la fonction de corrélation est

k(s, t) = EW(s)W(t) =
∫ t1∧t2

0

dG(t,1)
S2(t)

,
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oùG(t,1) = P{Ti ≥ t,Di = 1}.
Exemple 1. Sur 10 patients atteints de cancer des bronches on a observé les durées de survie
suivantes, exprimées en mois :

1 3 4+ 5 7+ 8 9 10+ 11 13+.

Les données suivies du signe+ correspondent à des patients qui ont été perdues de vue à la
date considérée, i.e. censurées.
L’estimateur de Kaplan-Meier̂S(t) = Ŝ10(t) de la fonction de survieS(t) vaut :

Ŝ(0) = 1 et Ŝ(t) = 1 pour toutt dans[0;1[

Ŝ(t) = (1− 1
10)Ŝ(0) = 0.9, 1≤ t < 3,

Ŝ(t) = (1− 1
9)Ŝ(1) = 0.80, 3≤ t < 5,

Ŝ(t) = (1− 1
7)Ŝ(3) = 0.694, 5≤ t < 8,

Ŝ(t) = (1− 1
5)Ŝ(5) = 0.555, 8≤ t < 9,

Ŝ(t) = (1− 1
4)Ŝ(8) = 0.416, 9≤ t < 11,

Ŝ(t) = (1− 1
2)Ŝ(9) = 0.208.

6

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

- t
(mois)0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

a
a

a
a

a
a

a -
-

-
-

-
-

-

Mais la plupart du temps il y a des ex-aequo, comme dans le premier exemple qui est
celui des données de Freireich de l’exemple suivant.

Exemple 2 (Données de Freireich). Ces données, très souvent citées dans la littérature
statistique médicale car les performances des diverses méthodes sont souvent testées sur
elles, ont été obtenues par Freireich, en 1963, lors d’un essai thérapeuti- que ayant pour but
de comparer les durées de rémission, exprimées en semaines, de sujets atteints de leucémie
selon qu’ils ont reçu de la 6-mercaptopurine (notée 6-MP) ou un placebo. L’essai a été
fait en double aveugle, c’est-à-dire que ni le médecin, ni le patient ne sont informés de
l’attribution du traitement ou du placebo.

Le tableau ci-après donne, pour chacun des 42 sujets, la durée de rémission.

Traitement Durée de rémission

6-MP
6,6,6,6+,7,9+,10,10+,11+,13,16,17+,
19+,20+,22,23,25+,32+,32+,34+,35+.

Placebo
1,1,2,2,3,4,4,5,5,8,8,8,8,
11,11,12,12,15,17,22,23.
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Les chiffres suivis du signe+ correspondent à des patients qui ont été perdus de vue à la
date considérée. Ils sont donc exclus vivants de l’étude et on sait seulement d’eux que leur
durée de vie est supérieure au nombre indiqué. Par exemple, le quatrième patient traité par
6-MP a eu une durée de rémission supérieure à 6 semaines. On dit que les perdus de vue ont
étécensurés, et ce problème de censure demande un traitement particulier. En effet, si l’on
se contentait d’éliminer les observations incomplètes, c’est-à-dire les 12 patients censurés
du groupe traité par le 6-MP, on perdrait beaucoup d’information : un test de Wilcoxon
appliqué aux 9 patients restant dans le groupe 6-MP et aux 21 patients du groupe placebo
sous-évaluerait très visiblement l’effet du traitement.

Cas où il y a des ex-aequo :0 = T(0) ≤ T(1) ≤ ...≤ T(n).

1) Si ces ex-aequo sont tous de morts la seule différence tient à ce queMi n’est plus égal à
1 mais au nombre des morts et l’estimateur de Kaplan-Meier devient :

Ŝ(t) = ∏
T(i)≤t

(
1−Mi

Ri

)
.

2) Si ces ex-aequo sont des deux sortes, on considère queles observations non censurées
ont lieu juste avant les censurées. Voyons ce que donne l’estimateur de Kaplan-Meier dans
le cas des données de Freireich :
Pour le 6-MP :

Ŝ(0) = 1 et Ŝ(t) = 1 pour toutt dans[0;6[,

Ŝ(6) = (1− 3
21)Ŝ(0) = 0.857,

Ŝ(7) = (1− 1
17)Ŝ(6) = 0.807,

Ŝ(10) = (1− 1
15)Ŝ(7) = 0.753,

Ŝ(13) = (1− 1
12)Ŝ(10) = 0.690,

Ŝ(16) = (1− 1
11)Ŝ(13) = 0.627,

Ŝ(22) = (1− 1
7)Ŝ(16) = 0.538,

Ŝ(23) = (1− 1
7)Ŝ(22) = 0.448.
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Pour le Placebo :
Ŝ(t) = 1, 0≤ t < 1,

Ŝ(1) = (1− 2
21)Ŝ(0) = 0.905,

Ŝ(2) = (1− 2
19)Ŝ(1) = 0.895,

Ŝ(3) = (1− 1
17)Ŝ(2) = 0.842,

Ŝ(4) = (1− 2
16)Ŝ(3) = 0.737,

Ŝ(5) = (1− 2
14)Ŝ(4) = 0.632,

Ŝ(8) = (1− 4
12)Ŝ(5) = 0.421,

Ŝ(11) = (1− 2
8)Ŝ(8) = 0.316,

Ŝ(12) = (1− 2
6)Ŝ(11) = 0.210,

Ŝ(15) = (1− 1
4)Ŝ(12) = 0.158,

Ŝ(17) = (1− 1
3)Ŝ(15) = 0.105,

Ŝ(22) = (1− 1
2)Ŝ(17) = 0.053,

Ŝ(23) = (1− 1
1)Ŝ(22) = 0.

Plus d’information sur le modèle de survie on peut voir dans Kaplan and Meier (1958),
Turnbull (1974),(1976), Kalbfleisch and Prentice (1980), Lawless (1982), Droesbeke, Fi-
chet & Tassi (1989), Bagdonaviv̧ius et Nikulin (1995, 1998, 1999).

6.8 Modèle de Cox.

Le modèle de Cox est employé lorsque on cherche à évaluer l’effet de certaines variables
sur la durée de survie. D’après ce modèle on a les2n variables aléatoires indépendantes

X1,X2, . . . ,Xn et C1,C2, . . . ,Cn

que sont les durées de survie et les temps de censures desn individus considérés. En réalité,
on observe la suite desn vecteurs(Ti ,Di), où Ti date de départ dui-éme individu (en sup-
posant qu’ils sont entrés à l’instant 0),Di indicatrice de la cause de départ (Di = 1 si c’est
la mort,Di = 0 sinon),

Di = 1{Xi≤Ci}.

Mais on a aussi observé sur chacun des individus un vecteurZi = (Zi1, . . . ,Zip)T dont dé-
pend la durée de survieXi . Ce vecteurZ est généralement appelécovariable.

Le modèle des "hasards proportionnels", ou modèle de Cox suppose que

α(t|Z = z) = αz(t) = α0(t)exp
{

βTz
}

,

βTz= β1z1 +β2z2 + · · ·+βpzp,

où βT = (β1, . . . ,βp)T est le vecteur des coefficient de la regression,α0(t) est le risque
instantané de base. En général, ils sont inconnus tous les deux. C’est pour cela on dit
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souvent que le modèle de Cox estsemiparamétrique.
Remarque 1.La famille des loi d’un tel modèle est du type suivant :
toutes les fonctions de survie sont égales à une mêmefonction de survieS0(t) de base,
élevée à des puissances variées :

S(t;θ) = [S0(t)]θ,

S0(t) = exp



−

t∫

0

α0(u)du



 ,

θ = exp

{
p

∑
j=1

β jzj

}
= exp

{
βTz

}
.

Exemple 1.Prenons le cas le plus simple : 1 seule covariable(p = 1), Z prenant seulement
les valeurs 0 ou 1. Il peut s’agir par exemple d’un essai thérapeutique destiné à comparer
l’effet d’un nouveau traitement (Z = 1 pour les patient traités) à celui du traitement habituel
ou d’un placebo(Z = 0), sur la durée de survie.

On a alors deux populations :

si Z = 0, S(t) = S0(t),
si Z = 1, S1(t) = [S0(t)]

γ ,

où γ = eβ mesure l’effet du traitement.
Ce modèle comporte donc un paramètre qui est une fonctionλ0, considérée en général

comme nuisible etp paramètre réelsβ1,β2, . . . ,βp qui sont les quantités à estimer, où à
tester, car elles représent l’effet sur la durée de survie de chacune des covariables corres-
pondantes.

Pour éliminer le "paramètre" nuisible totalement inconnu qu’est le risque instantané de
baseα0(t), Cox (1972) considère la vraisemblance "partielle" suivante

VC(β) = ∏
{i:D(i)=1}

exp
{

βTZ(i)
}

∑
k∈R(i)

exp
{

βTZ(k)
} ,

où T(1) < T(2) < · · · < T(n) désignent la suite des instant où a lieu un événement (mort ou
censure), et à l’instantT(i) sont observés :
D(i) la nature de l’événement ;D(i) = 1, si c’est une mort,D(i) = 0, si c’est une censure ;

Z(i) la covariable, de dimensionp, de l’individu à qui est arrivé l’événement ;
R(i) l’ensemble des indices des individus encore à risque à l’instantT−(i) ainsi que la valeur

de leur covariable,Z(k), k∈ R(i).
Cox traite cette vraisemblance partielle comme une vraisemblance ordinaire.
En temps continu, on fait l’hypothèse qu’il n’y a aucun ex-aequo, et dans ce cas

L
(√

n(β̂n−β)
)
→ N

(
0, I−1(β)

)
,

où β̂n est l’estimateur de maximum de vraisemblance partielle pourβ,

VC(β̂n) = maxVC(β).
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6.9 Sur l’estimation semiparamétrique pour le modèle de
Cox

On observen individus. NotonsXi et Ci les durées de survie et les temps de cen-
sures. On suppose que la durée de survie dui-ème individu dépend du vecteurZ i(·) =
(Zi1(·), ...,Zip(·))T des covariables. Posons

Ti = Xi ∧Ci , Di = 1{Xi ≤Ci}.

Nous supposons que les statistiques(X1,C1), ...,(Xn,Cn) soient indépendantes. On a un
échantillon(Ti ,Di ,Zi(·)), (i = 1, ...,n).

Supposons que lacensure est indépendantepour chaque individu, i.e.αci(t) = αi(t)
pour toutt : P(Ti ≥ t) > 0, où

αci(t) = lim
h↓0

P{Ti ∈ [t, t +h[,Di = 1|Ti ≥ t}
h

,

αi(t) = lim
h↓0

P{Xi ∈ [t, t +h[|Xi ≥ t}
h

.

Supposons que les variables aléatoiresX1, ...,Xn sont absolument continues. SoientN le
nombre,X(1) < ... < X(N) les moments des décès observés,(i) l’indice de l’individu décédé
au momentX(i), R(i) l’ensemble des indices des individus à risque à l’instantX−(i).

Supposons que le modèle de Cox ait vérifié :

αZi(·)(t) = eβT
Z i(t)α0(t),

où β = (β1, ...,βp)T est le vecteur des coefficients de regression inconnus,α0(t) le risque
instantané de base inconnu. Alors

pi( j|r, t) = P{(i) = j|R(i) = r,X(i) = t}= lim
h↓0

P{(i) = j|R(i) = r,X(i) ∈ [t, t +h)}=

lim
h↓0

P{(i) = j,R(i) = r,X(i) ∈ [t, t +h)}
P{R(i) = r,X(i) ∈ [t, t +h)} =

lim
h↓0

P{Tj ∈ [t, t +h),D j = 1,Tl ≥ t, l ∈ r \{ j},Tl < t, l /∈ r}
∑s∈r P{Ts∈ [t, t +h),Ds = 1,Tl ≥ t, l ∈ r \{s},Tl < t, l /∈ r} =

lim
h↓0

P{Tj ∈ [t, t +h),D j = 1}∏l∈r\{ j}P{Tl ≥ t}∏l /∈r P{Tl < t}
∑s∈r P{Ts∈ [t, t +h),Ds = 1}∏l∈r\{s}P{Tl ≥ t}∏l /∈r P{Tl < t} =

lim
h↓0

P{Tj ∈ [t, t +h),D j = 1|Tj ≥ t}∏l∈r P{Tl ≥ t}
∑s∈r P{Xs∈ [t, t +h),Ds = 1|Ts≥ t}∏l∈r P{Tl ≥ t} =

αc j(t)
∑s∈r αcs(t)

=
α j(t)

∑s∈r αs(t)
=

eβT
Z j (t)

∑s∈r eβT
Zs(t)

.
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La fonction de vraisemblance partielle est déterminée comme le produit

L(β) =
N

∏
i=1

p((i)|R(i);X(i)) =
N

∏
i=1

eβT
Z(i)(X(i))

∑s∈R(i)
eβT

Zs(X(i))
.

Alors

logL(β) =
N

∑
i=1

βTZ(i)(X(i))−
N

∑
i=1

log ∑
s∈R(i)

eβT
Zs(X(i))

et

U(β) =
∂ logL(β)

∂β
=

N

∑
i=1

Z(i)(X(i))−
N

∑
i=1

∑s∈R(i)
Zs(X(i))e

βT
Zs(X(i))

∑s∈R(i)
eβT

Zs(X(i))
.

L’estimateurβ̂ vérifie l’équationU(β̂) = 0p.
Alors on peut démontrer (voir la section suivante) que

EN(t) = E
∫ t

0
S(0)(u,β)α0(u)du,

où

S(0)(u,β) =
n

∑
i=1

eβT
Z i(u)Yi(u).

Cela implique l’estimateur̂A0(t) pour la fonctionA0(t) =
∫ t

0 α0(u)du :

N(t) =
∫ t

0
S(0)(u, β̂)dÂ0(u),

d’où

Â0(t) =
∫ t

0

dN(u)

S(0)(u, β̂)
.

L’estimateur de la fonction

AZ(·)(t) =
∫ t

0
eβT

Z(u)dA0(u)

est

ÂZ(·)(t) =
∫ t

0
eβ̂

T
Z(u) dN(u)

S(0)(u, β̂)
,

et l’estimateur de la fonction de survieSZ(·)(t) = e−AZ(·)(t) :

ŜZ(·)(t) = e−ÂZ(·)(t).

Les résultats obtenus nous permettent de construire des tests statistiques pour beaucoup de
problèmes importants.
Test d’homogénèitéConsidérons l’hypothèse

H0 : β1 = β2 = · · ·= βp = 0
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Sous cette hyphothèse la loi de survie ne dépend pas des covariables. Elle peut etre vérifiée
en utilisant plusieurs tests.

a) Test du score
SousH0 :

U(0)≈ N(0,Σ(0)),

où

U(0) =
k

∑
i=1

{
z(X(i))−

∑s∈Ri
zs(X(i))
ni

}
,

Σ(0) =−
k

∑
i=1

{
∑ j∈Ri

zr j (X(i))zs j(X(i))
ni

− ∑ j∈Ri
zr j (X(i))
ni

∑ j∈Ri
zs j(X(i))
ni

}

ni = Y(T(0)
i ) est le nombre des sujets à risque juste avantT(0)

i . Donc

UT(0)Σ(0)−1U(0)≈ χ2(p).

On rejetteH0 au niveau de significationα, si

UT(0)Σ(0)−1U(0) > χ2
1−α(p).

b) Test de Wald
SousH0

β̂≈ N(0,Σ−1(0)).

Donc
β̂TΣ(0))β̂≈ χ2(p).

On rejetteH0 au niveau de significationα, si

β̂TΣ(0))β̂ > χ2
1−α(p).

c) Test du rapport de vraisemblance
On peut montrer que

−2(lnL(β)− lnL(β̂)≈ χ2(p).

SousH0

−2(lnL(0)− lnL(β̂))≈ χ2(p).

Notons que

lnL(0) =−
k

∑
i=1

lnni ,

lnL(β̂) =
k

∑
i=1

{
β̂Tzi(X(i))− ln ∑

s∈Ri

eβTzl (X(i))

}
.

On rejetteH0, si
−2(lnL(0)− lnL(β̂)) > χ2

1−α(p).

Si la seule caractéristique d’un individu est son appartenance à un groupe :

z(t) =
{

1 pour les individus du 1 groupe
0 pour les individus du 2 groupe,
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le modèle de Cox a la forme

h(t | z) =
{

eβh0(t) pour les individus du 1 groupe
h0(t) pour les individus du 2 groupe.

Dans ce cas l’hypothèseH0 : β = 0 signifie l’egalité des fonctions de risque de deux groupes
qui est equivalent à l’egalitd́es fonctions de survie. Donc les tests du score, de Wald et du
rapport de vraisemblance vérifient l’hypothèses de l’egalité des lois des deux groupes.

Modèle stratifié
Supposons qu’on étudie l’effet des sous covariablesz(s) = (z1, · · · ,zs) du vecteur des

covariablesz(p) = (z1, · · · ,zp) (p > s) sur la survie, mais le modèle de Cox n’est pas vérifié
par rapport àz(p). Parfois la modification suivante du modèle peut être utile.

Supposons que la région des valeurs dezs+1, · · · ,zp est divisée enq strateset pour des
sujets dej-ème strate le modèle de Cox est vérifié :

h j(t | z(s)) = e(β(s)))Tz(s))(t)h0 j(t) ( j = 1· · ·q).

Pour chaque strate la fonction de risque de base est differente mais l’effet des covariables
z(s) est le même pour toutes strates.

Pour estimerβ, on commence par la vraisemblance partielleL j à l’interieur de chaque
strate.

La vraisemblance partielle pour tous les sujets est le produit de toutes les vraisem-
blances :

L(β(s)) =
s

∏
j=1

L j .

Test graphique du modèle
Si des covariables sont constantes en temps, alors sous le modèle de Cox

H(t | z) =− lnS(t | z) = eβTzH0(t)

et donc
lnH(t | z) = βTz+ lnH0(t).

Sous des valeures differents dez les graphes des fonctionslnH(t | z) sont parallèls. Donc,
si z est discrète avec valeursz(1), · · · ,z(s), alors on considère les graphs des estimateurs

ln Ĥ(t | z( j)) ( j = 1, · · · ,s)

Sous le modèle de Cox ces graphs sont approximativement parallels.
Test de l’hypothèseHl : βl+1 = · · ·= βp = 0
Consid́rons le problème de la vérification de l’hypothèse

Hl : βl+1 = · · ·= βp = 0,

où l = 1, · · · , p−1. SousHl les covariableszl+1, · · · ,zp n’améliorent pas la prédiction. Donc
si Hl est vérifié, on peut exclure ces covariables du modèle.

a) Test du rapport de vraisemblance
Soient

h(t | z(l)) = e(β(l)))Tz(l))(t)h0(t)
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et
h(t | z(p)) = e(β(p)))Tz(p))(t)h0(t)

les modèles de Cox avecl et p covariables,respectivement. Alors

−2(lnLl (β(l))− lnLl (β̂(l)))≈ χ2(l),

−2(lnLp(β(p))− lnLp(β̂(p)))≈ χ2(p)

SousHl :
Ll (β(l)) = Lp((β(l),0))

et la difference
Ll ,p =−2(lnLl (β(l))− lnLp(β̂(p)))≈ χ2(p− l),

DoncHl est rejetée si
Ll ,p > χ2

1−α(p− l).

L’hypothèse la plus intéressante de point de vue pratique est

Hp−1 : βp = 0.

Elle signifie que le modèle avec(p−1) covariablesz1, · · · ,zp−1 donne la même prediction
que le mod̀le avec(p) covariablesz1, · · · ,zp, i.e. la covariablezp peut être exclue du modèle.

L’hypothèseHp−1 est rejetèe, si

Lp−1,p > χ2
1−α(1).

b) Test de Wald
On écrit l’inverse da la matrice d’information de Fisher sous la forme

Σ−1(β) =

oùA11(β) etA22(β) ont les dimentionsl × l et (p− l)× (p− l). Alors

(β̂l+1, · · · , β̂p)≈ Np−l ((βl+1, · · · ,βp),A22(β)).

SousHl :

Wl ,p = (β̂l+1, · · · , β̂p)TA−1
22 (β̂1, · · · , β̂l ,0, · · · ,0)(β̂l+1, · · · , β̂p)≈ χ2(p− l).

L’hypothèseHl : βl+1 = · · ·= βp = 0 est rejetée, si

Wl ,p > χ2
1−α(p− l)

Si l = p−1, alors
Wp−1,p = β̂2

p/A22(β̂1, · · · , β̂p−1,0)

et l’hypothèseHp−1 : βp = 0 est rejetée, si

Wp−1,p > χ2
1−α(1).
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6.10 Processus de comptage et l’estimation non paramé-
trique

SoientX etC la durée de vie et le moment de censure, respectivement,

T = X∧C, δ = I(X ≤C), N(t) = I(T ≤ t,δ = 1), Y(t) = I(T ≥ t).

N(t) est le nombre des pannes observées dans l’intervalle[0,τ], Y(t) est le nombre des
unités à risque au momentt−. N(t) etY(t) peuvent prendre des valeurs 0 et 1. On suppose
que la variable aléatoireX est absolument continue et pour toutt tel queP{T ≥ t} > 0 il
existe la limite

αc(t) = lim
h↓0

P{T ∈ [t, t +h[,δ = 1|T ≥ t}
h

.

αc(t) montre le risque de panne après ou au momentt sachant que une unité était à risque
(pas censurée et pas en panne) juste avant le momentt.

On dit que la censure est indépendante, si

αc(t) = α(t) = lim
h↓0

P{X ∈ [t, t +h[|X ≥ t}
h

pour toust : P{T ≥ t}> 0.
Donc la censure ne influence pas le risque de panne d’une unité qui est “à risque”.
Notons que

αc(t) = lim
h↓0

P{t ≤ X < t +h,X ≤C}
hP{X ≥ t,C≥ t} =

lim
h↓0

P{X ≤C|t ≤ X < t +h}P{t ≤ X < t +h}
hP{X ≥ t,C≥ t} =

P{C≥ X|X = t} fX(t)
P{X ≥ t,C≥ t} =

fX(t)
SX(t)

.

Donc l’égalitéαc(t) = α(t) est équivalente à l’égalité

P{C≥ t|X = t}=
P{X ≥ t,C≥ t}

SX(t)
.

Si X etC sont indépendantes, cette égalité est évidement vérifiée. De l’autre côté on peut
faire aussi une remarque intéressante :

αc(t) = lim
h↓0

P{t ≤ X < t +h,C≥ t}
h·P{X ≥ t,C≥ t} =

− 1
P{X ≥ t,C≥ t}

∂
∂s

[P{X ≥ s,C≥ t}] |s=t .

Exemple. Soit le vecteur (X,C) ait une loi exponentielle de trois paramètresλ > 0,µ>
0,θ > 0 :

P{X ≥ t,C≥ s}= exp(−λt−µs−θts), t > 0, s> 0,
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d’où on tire queX suit une loi exponentielle de paramètreλ,

P{X ≥}= exp(−λt),

et doncα(t) = λ. De l’autre côté en utilisant la dernière remarque on trouve que

αc(t) =− 1
P{X ≥ t,C≥ t}

∂
∂s

[P{X ≥ s,C≥ t}] |s=t = λ+θt,

et donc on voit que dans cet exemple la censure n’est indépendante.
Notons

M(t) = N(t)−
∫ t

0
Y(u)α(u)du.

Proposition. Si la censure est indépendante, alorsEM(t) = 0 pour toutt tel queP{T ≥
t}> 0.

Preuve. L’égalité

P{C≥ t|X = t}=
P{X ≥ t,C≥ t}

SX(t)
.

implique

EM(t) = EN(t)−
∫ t

0
EY(u)α(u)du=

P{X ≤ t,X ≤C}−
∫ t

0
P{X ≥ u,C≥ u}α(u)du=

∫ t

0
P{C≥ u|X = u} fX(u)du−

∫ t

0
P{C≥ u|X = u}SX(u)α(u)du= 0.

La proposition est démontrée.
De plus on peut montrer le processusM(t) est une martingale par rapport à la filtration

Ft , t ≥ 0, oùFt est laσ-algèbreengendrée par les processusN(t) etY(t) :

Ft = σ{N(s),Y(s) : 0≤ s≤ t}.

Dans ce cas on a :
E{M(t)|Fs}= M(s), pour t ≥ s,

ou

E{N(t)−N(s)|Fs}= E
{∫ t

s
Y(u)α(u)du|Fs

}
,

d’où on tire que

lim
h↓0

1
h

E{N(t)−N(s)|Fs}=

lim
h↓0

E
{∫ s+h

s
Y(u)α(u)du|Fs

}
= E{ Y(s)α(s)|Fs}= Y(s)α(s).

Cette relation montre que le processus

λ(t) = Y(t)α(t)

estl’intensitée du processus de comptageN(t). Il représente le risque instantané observable
au momentt. On dit aussi que l’intensitéλ(t) est l’intensité multiplicativeparce que dans
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ce modèle elle est le produit d’un terme déterministe,α(t), et d’un processusY(t), qui est
prévisible, c’est-à-dire sa valeur au momentt est connue si l’histoire dans l’intervalle[0, t[ :

Ft− = σ{N(s),Y(s) : 0≤ s< t}

est connue.
Nous allons appliquer ces résultats dans la situation quand on observen individus. No-

tonsXi etCi les durées de survie et les temps de censures. Posons

Ti = Xi ∧Ci , Di = 1{Xi ≤Ci}.

On a un échantillon(Ti ,Di), (i = 1, ...,n).
Supposons que lacensure est indépendantepour chaque individu et que les variables

aléatoiresX1, ...,Xn sont absolument continues.
Notons

Ni(t) = I{Ti ≤ t,Di = 1}, Yi(t) = I{Ti ≥ t},

N(t) =
n

∑
i=1

Ni(t), Y(t) =
n

∑
i=1

Yi(t).

N(t) est unprocessus de comptagedu nombre de défaillances observées sur[0, t] par sa
valeur à l’instantt. Le processusN(t) est un processuscadlag : ses trajectoires sont des
fonctions continues à droite et limitées à gauche. Enfin, le processusY(t) représente le
nombre des sujets à "risque" juste avant l’instantt, i.e.Y(t) montre le nombre de données
restant encore en vie.

On introduitla filtration Ft engendrée par tous les processusNi(s) etYi(s) :

Ft = σ{Ni(s),Yi(s) : 0≤ s≤ t (i = 1, ...,n)},

qui représente l’histoire des défaillances et des censures observées jusqu’à l’instantt. No-
tons

Λi(t) =
∫ t

0
λi(s)ds.

Parce que
Mi(t) = Ni(t)−Λi(t)

est une martingale avecE{Mi(t)} = 0, on dit queΛi(t) est lecompensateurdu processus
de comptageNi(t).

De même le processus

Λ(t) =
∫ t

0
λ(s)ds=

∫ t

0
Y(s)α(s)ds=

∫ t

0
Y(s)dA(s)

estl’intensité cumuléedu processus de comptageN(t), où

λ(t) =
n

∑
i=1

λi(t),

d’où on obtientla décomposition de Doob-Meyerpour le processusN(t) :

N(t) = Λ(t)+M(t),
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oùM(t) = ∑n
i=1Mi(t) est uneFt-martingale,

E{M(t)|Fs}= M(s).

On dit queΛ(t) est le le compensateurdu processus de comptageN(t). Introduisons le
processus

J(t) = I{Y(t)>0}, t > 0.

Pour estimer le taux de panne cumuléA(t) on utilise la méthode des moments. Parce que

E{N(t)−
∫ t

0
Y(s)dA(s)}= 0,

on en tire que pour trouver l’estimateurÂn(t) il nous faut résoudre l’équation suivante :

dN(t)−Y(t) ·dA(t) = 0,

d’où on obtient l’équation

dA(t) = J(t) · dN(t)
Y(t)

,

ce qui nous donne lefameux estimateur de Nelson-Aalen:

Ân(t) =
∫ t

0
J(u)

dN(u)
Y(u)

=
∫ t∧τ

0

dN(u)
Y(u)

où τ = maxXi . Pour étudier les proriétés de l’estimateur Nelson-Aalen on utilise la relation
suivante :

Ân(t)−A(t) =
∫ t

0
{J(u)

dN(u)
Y(u)

−J(u)dA(u)}=

∫ t

0
J(u)

dN(u)−Y(u)dA(u)
Y(u)

=
∫ t

0
J(u)

dM(u)
Y(u)

,

où M(t) est la martingale définie plus haut, et doncÂn(t)−A(t) est uneFt-martingale, et
donc pour nos études nous povons appliquer les résultas de R. Rebolledo (Central Limit
Theorems for Local Martingales, 1984).

On va présenter l’estimateur de Nelson-Aalen en terme d’une somme.
Soit T(1) < T(2) < · · · < T(n) la suite des instants où a lieu un événement (mort ou cen-

sure). A chaque instantT(i) est observéeD(i) - la nature de l’événement:
D(i) = 1, si c’est une mort,D(i) = 0, si c’est une censure. Il est évident que

Y(T(i)) = n− i +1,

d’où on tire l’estimateur de Nelson pour le taux de hazard cumuléA(t) :

Ân(t) = ∑
i:T(i)≤t

D(i)

n− i +1
= ∑

i:Ti≤t

Di

n− i +1
.

Ayant l’estimateur d’Aalen-Nelson pour le risque cumuléA(t) on peut facilement obte-
nir le product-limite (Kaplan-Meier) estimateur̂Sn(t) pour la fonction de survieS(t) =
exp{−A(t)} :

Ŝn(t) = ∏
0<s<t

(
1− ∆N(s)

Y(s)

)
,
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où ∆N(t) = N(t)−N(t−) est un processusFt-prévisible.
Pour obtenir cette formule on note d’abord que de l’équation

dS(t) =−S(t)dA(t), S(0) = 1,

il suit que

S(t) = 1−
∫ t

0
S(u)dA(u) = 1−

∫ t

0
S(u−)dA(u).

Puisque

dÂn(t) =
dN(t)
Y(t)

on en tire que on a :

Ŝn(t) = 1−
∫ t

0

S(u−)
Y(u)

dN(u)

et

dŜn(t) =−Ŝn(t−)
Y(t)

dN(t).

Donc

Ŝn(t−)− Ŝn(t) =
∫ t

0

Sn(u−)
Y(u)

dN(u)−
∫ t−

0

Sn(u−)
Y(u)

dN(u) =
Ŝn(t−)
Y(t)

∆N(t),

d’où on tire que

Ŝn(t) = Ŝn(t−)
(

1− ∆N(t)
Y(t)

)
, Ŝn(0) = 1,

et par la suit on obtient la formule de Kaplan-Meier :

Ŝn(t) = ∏
0<s<t

(
1− ∆N(s)

Y(s)

)
.

Le théorème suivant permet d’étudier les propriétés asymptotiques de l’estimateur de Kaplan-
Meier.

Théorème 4. Si S(t) > 0 alors

Ŝn(t)
S(t)

= 1−
∫ t

0

Ŝn(u−)
S(u)Y(u)

dM(u).

Démonstration. On remarque d’abord que
∫ t

0
u(s−)dv(s) = u(t)v(t)−u(0)v(0)−

∫ t

0
v(s)du(s).

En utilisant cette relation on trouve que

∫ t

0
Ŝn(u−)d

1
S(u)

=
Ŝn(t)
S(t)

− Ŝn(0)
S(0)

−
∫ t

0

1

Ŝ(u)
dŜn(u−).

Donc
Ŝn(t)
S(t)

= 1−
∫ t

0

Ŝn(u−)
S2(u)

dS(u)+
∫ t

0

1

S(u)
dŜn(u−).
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Puisque on a

dS(t) =−S(t)dA(t), dŜn(t) =−Ŝn(t−)
Y(t)

dN(t),

et
dN(t) = dM(t)+Y(t)dA(t),

on trouve que

Ŝn(t)
S(t)

= 1+
∫ t

0

Ŝn(u−)
S(u)

dA(u)−
∫ t

0

Ŝn(u−)
S(u)Y(u)

dN(u) =

1−
∫ t

0

Ŝn(u−)
S(u)Y(u)

dM(u).

Le théorème est démontré.
Ce théorème nous permet de calculer

Var Ŝn(t) = E
{

S(t)
∫ t

0

Ŝn(u−)I{N(u) > 0}
S(u)Y(u)

dM(u)
}2

,

d’où on obtient son estimateur

ˆVar Ŝn(t) = Ŝ2
n(t)

∫ t

0

dN(u)
(Y(u)−∆N(u))Y(u)

,

connu comme laformule de Greenwood.

11. Comparaison des fonctions de survie

Supposons qu’on a deux groupes des individus (unités). Lei- ème groupe ani individus.
Pour le premier groupe on a un échantillon

(X11,δ11), ...,(X1n1,δ1n1),

où en forme équivalente

(N11(t),Y11(t), t ≥ 0), ...,(N1n1(t),Y1n1(t), t ≥ 0).

Pour le deuxième groupe on observe

(X21,δ21), ...,(X2n2,δ2n2),

où
(N21(t),Y21(t), t ≥ 0), ...,(N2n2(t),Y2n2(t), t ≥ 0).

SoitSi(t) la fonction de survie dui-ème groupe. On va tester l’hypothèse

H0 : S1(t) = S2(t) ∀t ≥ 0.

NotonsHi(t) =− lnSi(t) la fonction de risque cumulé pour lei-ème groupe.
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L’estimateur de Nelson-Aalen pourHi(t) est

Ĥi(t) =
∫ t

0

dNi(u)
Yi(u)

.

Si l’hypothèseH0 est vérifiée, alors les estimateursĤ1(t) et Ĥ2(t) doivent être proches.
Donc le test est basé sur la statistique

V =
∫ ∞

0
K(u)d(Ĥ1(u)− Ĥ2(u)) =

∫ ∞

0
K(u)

dN1(u)
Y1(u)

−
∫ ∞

0
K(u)

dN2(u)
Y2(u)

,

oùK(u) est le poids,

Ni(u) =
ni

∑
j=1

Ni j (u), Yi(u) =
ni

∑
j=1

Yi j (u).

Sous l’hypothèseH0 les valeurs de la statistiqueV sont dispersées autour de zero.
En choisissant des poids différents, on obtient des statistiques différentes :

1. Test de logrank (Cox, Mantel - Haenchel) :

KL(u) = an
Y1(u)/n1 ·Y2(u)/n2

Y(u)/n
,

oùY = Y1 +Y2, n = n1 +n2, an =
√

n1n2
n .

2. Test de Tarone-Ware :

KTW(u) = an
Y1(u)/n1 ·Y2(u)/n2√

Y(u)/n
.

3. Test de Gehan (généralisation du test de Wilcoxon) :

KG(u) = an
Y1(u)

n1

Y2(u)
n2

.

4. Test de Prentice :

KP(u) = anS̃(u−)
Y(u)

Y(u)+1
,

où

S̃(u) = ∏
v≤u

(
1− ∆N(v)

Y(v)+1

)
, N = N1 +N2, ∆N(u) = N(u)−N(u−).

5. Test de Efron :
KE(u) = anŜ1(u−)Ŝ2(u−)1{Y1(u)Y2(u)>0},

où Ŝi est l’estimateur de Kaplan-Meier deSi .
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Si n1 etn2 sont grands, la loi deV est approchée par la loi normale :

V ≈ N(0,σ2),

et la varianceσ2 est estimée par :

σ̂2 =
∫ ∞

0

K2(u)
Y1(u)Y2(u)

(
1− ∆N(u)−1

Y(u)−1

)
dN(u) P→ σ2, Eσ̂2 = σ2.

Donc
V2

σ̂2 ≈ χ2(1)

et H0 est rejetée au niveau de significationα si

V2

σ̂2 > χ2
1−α(1).

Des integrals peuvent être écrites en terme des sommes :

V =
m1

∑
j=1

K(T0
1 j)

d1 j

n1 j
−

m2

∑
j=1

K(T0
2 j)

d2 j

n2 j
,

où
T0

i1 < ... < T0
imi

sont des moments distincts des décès observés dui-ème groupe,
di j est le nombre des décès au momentT0

i j pour lei-ème groupe,

ni j - le nombre des individus à risque juste avant le momentT0
i j pour lei - ème groupe.

Par exemple, pour le test de Gehan

VG =
∫ ∞

0
KG(u)

(
dN1(u)
Y1(u)

− dN2(u)
Y2(u)

)
=

m1

∑
j=1

KG(T0
1 j)

d1 j

n1 j
−

m2

∑
j=1

KG(T0
2 j)

d2 j

n2 j
=

an

n1n2

(
m1

∑
j=1

n2 jd1 j −
m2

∑
j=1

n1 jd2 j

)
.

Considérons une autre expression pour ce test. NotonsT∗1 < ... < T∗m les moments des décès
observés de tousn = n1 +n2 individus,
Di j , Ni j les nombres des décès au momentT∗j et les nombres des individus à risque juste
avantT∗j pour les individus dei-ème groupe,

D j = D1 j +D2 j , Nj = N1 j +N2 j ;

Ici D j > 0 mais il est possible queD1 j = 0 ouD2 j = 0. Alors

VG =
∫ ∞

0
KG

{
dN1(u)
Y1(u)

− dN2(u)
Y2(u)

}
=

an

n1n2

(∫ ∞

0
Y2(u)dN1(u)−

∫ ∞

0
Y1(u)dN2(u)

)
=

an

n1n2

(
m

∑
j=1

N2 jD1 j −
m

∑
j=1

N1 jD2 j

)
=
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an

n1n2

m

∑
j=1

(
N2 jD1 j +N1 jD1 j −N1 jD2 j

)
=

an

n1n2

m

∑
j=1

(
NjD1 j −N1 jD j

)
=

an

n1n2

m

∑
j=1

Nj

(
D1 j −D j

N1 j

Nj

)
.

Dans la dernière formuleD1 j représente le nombre des décès du premier groupe au moment

T∗j , E1 j = D j
N1 j
Nj

représente sous l’hypothèseH0 le nombre expecté des décès du premier
groupe sachant que le nombre des décès de tous les deux groupes estD j et la proportion

des individus à risque juste avantT∗j est
N1 j
Nj

. Donc

VG =
an

n1n2

m

∑
j=1

Nj(D1 j −E1 j).

Si des autres statistiques sont considérées, les poids associés à(D1 j −E1 j) sont différents :

VL = an
n

n1n2

m

∑
j=1

(D1 j −E1 j);

VTW = an

√
n

n1n2

m

∑
j=1

√
Nj(D1 j −E1 j);

VP = an

m

∑
j=1

S̃(T0
j −)

N2
j

(Nj +1)N1 jN2 j
(D1 j −E1 j);

VE = an

m

∑
j=1

Ŝ1(T0
j −)Ŝ2(T0

j −)

N1 jN2 j
Nj1{N1 jN2 j>0}.

L’estimateur de la variancêσ2 de la statistiqueV peut être donnée en terme des sommes :

σ̂2 =
m

∑
j=1

K2(T0
j )

N1 jN2J

(
1− D j −1

Nj −1

)
D j .

6.11 Estimation dans des expériences accélérées

6.11.1 Modèles de vie accélérée

Supposons que des unités sont très fiables et il n’y a pas de possibilité d’obtenir des
pannes pendant le tempst donné par expérience. Dans ce cas on effectue des expériences
sous des stress qui sont supérieurs au stress usuel. On appele ces expériencesexpériences
accélérées. L’application des stress accélérés racourci la durée de vie des unités et des
pannes peuvent se produire pendant le tempst. Des exemples des stress : température,
voltage, poids etc.
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Dans le cas général des stressx peuvent varier en temps et peuvent être multidimension-
nels :

x = x(τ), τ≥ 0, où x : [0,∞[→ B⊂ Rm.

Supposons que la durée de vieTx(·) sous le stressx(·) est la variable aléatoire non-
négative absolument continue de fonction de survie

Sx(·)(t) = P{Tx(·) > t}, t ≥ 0.

Considérons un ensemble des stressE . Formelement, on dit qu’un stressx1(·) est supérieur
à un stressx0(·), si Sx0(·)(t)≥ Sx1(·)(t) pour toutt ≥ 0.

Le but d’expériences accélérés est d’estimer la fiabilité des unités correspondante aux
conditions usuellesx0 de fonctionnement en utilisant des données de ces expériences. La
solution de ce problème exige construction des modèles qui déterminent de quelle façon
la fonction de survieSx(·) ou une autre caractéristique (la densité, le taux de pannes, etc. )
change quand on change le stressx(·).

Soit fx(·)(t) = S−1
x0
◦Sx(·)(t), oùx0 ∈E est un stress usuel,S−1

x0
= inf{s : Sx0(s)≥ p} est

la fonction inverse deSx0. Alors pour toutx(·) ∈ E

P{Tx0 ≥ fx(·)(t)}= P{Tx(·) ≥ t}.

Pour toutx(·) ∈ E la probabilité de survivre jusqu’au momentt sous le stressx(·) est
la même que la probabilité de survivre jusqu’au momentfx(·)(t) sous le stressx0(t). Le
nombre fx(·)(t) est appeléla ressource utilisé sous le stressx(·) jusqu’au momentt. Il est
clair que fx(·)(0) = 0 pour toutx(·) ∈ E . La variable aléatoireR = fx(·)(Tx(·)) est la res-
source utilisé sous le stressx(·) jusqu’au la panne. La fonction de survie deR estSx0 et ne
dépend pas dex(·).

Le modèle de vie accélérée (VA) est vérifé surE si’il existe une fonctionr : E → R+

telle que pour toutx(·) ∈ E
d
dt

fx(·)(t) = r[x(t)]. (1)

Le modèle VA signifie que la vitesse d’utilisation de la ressource au momentt ne dépend
que de la valeur du stress appliqué au momentt. La formule (1) implique que

Sx(·)(t) = Sx0

(∫ t

0
r[x(τ)]dτ

)
. (2)

Nous nous bornons au modèle (2). Pour nombreuses généralisations et applications voir
Bagdonavǐcius & Nikulin (1995, 1997, 1998), voir aussi L.Gerville-Réache & V.Nikoulina
(1998), V. Bagdonavičius, L.Gerville-Réache, V.Nikoulina & M.Nikulin (2000).

Dans le casx(τ)≡ x = constle modèle (2) implique

Sx(t) = Sx0(r(x)t), (3)

donc le stress ne change que l’échelle. Notons quer(x0) = 1.
Considérons deux plans d’expériences accélérées possibles.
Le premier plan : Soientx1, ...,xk des stress accélérés :x0 < x1 < ... < xk et x0 le stress

usuel.k groupes d’unités sont observés. On teste leième groupe sous le stressxi . Donc le
stress usuelx0 n’est pas utilisé.
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Le deuxième plan peut être utilisé si le coefficient de variation de la durée de vie sous
le stress usuelx0 n’est pas très grand et la plupart des pannes se produisent dans un certain
intervalle[s1,s2], oùs1 est supérieur au tempst donné pour l’expérience. Alors on peut faire
deux expériences : l’une sous un stress accéléréx1 et une autre sous le stressx1 jusqu’au
momentt1 < t, en remplaçant le stressx1 par le stress usuelx0 au momentt1. Des unités
utilisent beaucoup de ses “ressources” jusqu’au momentt1 sous le stressx1 donc même
sous le stress usuelx0 on peut obtenir des pannes dans l’intervalle[t1, t]

Dans le cas du premier plan d’expériences on n’a pas d’expérience sous le stress usuel
x0. Si la fonctionr(t) est completement inconnue, la fonctionSx0 ne peut pas être estimée
même si l’on connaît la famille des distributions à laquelle elle appartient.

Par exemple, siSx0(t) = e−(t/θ)α
, alors

Sx(t) = exp

[
−

(
r(x)

θ
t

)α]
.

Les paramètresα, r(x1)
θ , ..., r(xk)

θ et les fonctionsSx1, ...,Sxk peuvent être estimés mais puisque
r est complètement inconnu,r(x0) et doncSx0(t) ne peuvent pas être estimés.

Donc la fonctionr doit être choisie dans une certaine classe des fonctions.
Considérons choix possible de la fonctionr(x). Si le modèle (3) est vérifié sur un en-

semble des stressE , alors pour tousx1,x2 ∈ E

Sx2(t) = Sx1(ρ(x1,x2)t),

oùρ(x1,x2) = r(x2)/r(x1) montre comment l’échelle de distribution change quand le stress
x2 est utilisé au lieu du stressx1. Il est évident queρ(x,x) = 1. Supposons que des stress
x∈ E sont unidimensionnels :E ⊂ R. Le taux de changement d’échèle est déterminé par
la dérivée

δ(x) = lim
∆x→0

ρ(x,x+∆x)−ρ(x,x)
∆x

= [logr(x)]′ .

Donc pour toutx∈ E

r(x) = exp

{∫ x

x0

δ(v)dv

}
.

Supposons queδ(x) est proportionnelle à une fonction connueu(x) de stress :

δ(x) = αu(x), α > 0. (4)

Alors
r(x) = eβ0+β1z(x),

oùz(x) est une fonction connue,β0,β1 - des paramètres inconnus.

Des cas particulers :
a). δ(x) = α, i.e. le taux de changement de l’échelle est constant. Alors

r(x) = eβ0+β1x,

oùβ1 > 0. C’est le modèle loglinéaire. Ce modèle est appliqué pour analyser des donnés de
fatigue, testant divers composantes électroniques.

338



b). δ(x) = α/x, alors
r(x) = eβ0+β1 logx = αxβ1,

où β1 > 0. C’est le modèle de la règle de puissance (“power rule model”).
Ce modèle est appliqué quand le stress est le voltage, la charge mécanique.
c). δ(x) = α/x2, alors

r(x) = eβ0+β1/x = αeβ1/x,

où β1 < 0. C’est le modèle d’Arrhénius.
Ce modèle est largement appliqué quand le stress est la température.
S’il n’est pas clair laquelle de ces trois paramétrisations der(x) à choisir, on peut consi-

dérer la plus large paramétrisation :

δ(x) = αxγ,

qui est équivalente à

r(x) =
{

eβ0+β1(xε−1)/ε, si ε 6= 0,

eβ0+β1 logx, si ε = 0.

Dans le cas du deuxième plan la paramétrisation der n’est pas nécessaire. Si le premier
groupe est testé sous le stress accéléréx1 et le deuxième groupe sous le stress

x2(t) =
{

x1, 0≤ τ≤ t1,
x0, t1 < τ≤ t2,

alors
Sx1(u) = Sx0(ru),

Sx2(·)(u) =
{

Sx0(ru), 0≤ u≤ t1,
Sx0(r(u∧ t1)+(u− t1)∨0), t1 < u≤ t2,

où r = r(x1)/r(x0). Les fonctionsSx1 etSx2(·) peuvent être toujours estimées. On verra plus
tard que des estimateurs der et consécutivement deSx0 peuvent être obtenues même dans
le cas quand la fonctionSx0 est complètement inconnue.

Le modèle (4) peut être généralisé, en supposant queδ(x) est la combinaison linéaire
des fonctions connues du stress :

δ(x) =
k

∑
i=1

αiui(x).

Dans ce cas

r(x) = exp{β0 +
k

∑
i=1

βizi(x)},

où r i(x) sont des fonctions du stress connus,β0, ...,βk des paramètres inconnus (peut être
pas tous).

Exemple.
1. δ(x) = 1/x+α/x2.

Alors r(x) = eβ0+β1 logx+β2/x = α1xeβ2/x, où β1 = 1, β2 < 0. C’est le modèle d’Eyring,
on l’applique souvent quand le stress est une température.
2. δ(x) = ∑k

i=1αi/xi . Alors

r(x) = exp{β0 +β1 logx+
k−1

∑
i=1

βi/xi}.
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C’est le modèle d’Eyring généralisé.
Le stress peut être multidimensionnel :x = (x1, ...,xm)T . Alors on considère des carac-

téristiques infinitésimalesδi(x) données par des égalités :

δi(x) = lim
∆xi→0

ρ(x,x+∆xiei)−ρ(x,x)
∆xi

=
∂ logr(x)

∂xi
,

oùei = (0, ...,1, ...,0). L’unité est dans lai-ème coordoné.
Généralisant le cas unidimensionnel,δi(x) peut être paramétrisé de façon suivant

δi(x) =
ki

∑
j=1

αi j ui j (x),

oùui j (x) sont des fonctions connues,αi j -des constantes inconnues. Dans ce cas

r(x) = exp{β0 +
m

∑
i=1

ki

∑
j=1

βi j zi j (x)},

oùzi j (x) sont des fonctions connues,βi j sont des constantes inconnues.
Exemples.

1. δ1(x) = 1/x1 +(α11+α12x2)/x2
1, δ2(x) = α21+α22/x1.

C’est le modèle d’Eyring généralisé. On l’applique pour certains matériels des semi-
conducteurs, quandx1 est la température etx2 est le voltage.
2. δi(x) = αiui(xi),
oùui sont connues. Alors

r(x) = exp{
m

∑
i=1

αi

∫ xi

x0
i

ui(v)dv}= exp{β0 +
m

∑
i=1

βizi(xi)},

oùzj sont des fonctions connues. C’est le modèle d’Arrhénius généralisé.
Donc dans tous les cas considérés les modèles (2) et (3) peuvent être écrits sous la forme

Sx(·)(t) = Sx0

(∫ t

0
eβTz(τ)dτ

)
, (5)

ou

Sx(t) = Sx0

(
eβTzt

)
, (6)

où β = (β0, ...,βm)T est un vecteur des paramètres,

z(t) = (z0(t), ...,zm(t))T = (z0(x(t)), ...,zm(x(t)))T , z= (z0(x), ...,zm(x))T

sont des vecteurs des fonctions connues du stress, la première composantez0 est égale à 1.
Ces modèles peuvent être considérés comme paramétriques, si la fonctionSx0 appar-

tienne à une certaine classe des répartitions, ou comme semiparamétriques siSx0 est com-
plètement inconnue.
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6.11.2 Estimation paramétrique

On suppose, que le modèle (6) est considéré et le premier plan d’expériences est utilisé :
k groupes d’unités sont observés ; on fixe la durée maximale d’expérienceti du i -ème
groupe et on teste ce groupe sous le stress accéléréxi (i = 1, ...,k). Notons

zil = zl (xi), z(i) = (zi0, ...,zim)T (i = 1, ...,k; l = 0, ...,m).

On suppose queSx0 appartienne à une classe des répartitions

Sx0(t) = S0((t/θ)ν) , (θ,ν > 0). (7)

Par exemple, si
S0(t) = e−t , (1+ t)−1, 1−Φ(ln t),

alors on obtient des classes des répartitions de Weibull, loglogistique, lognormale respecti-
vement. IciΦ est la fonction de répartition de la loi normale standard. Donc le modèle (6)
peut être écrit sous la forme :

Sx(t) = S

(
ln t− γTz

σ

)
, t > 0,

où
S(u) = S0(eu), u∈ R, σ = 1/ν, γ = (γ0, ...,γm), γ0 = lnθ−β0,

γl =−βl (l = 1, ...,m).

Dans les cas des lois de Weibull, loglogistique et lognormale

S(u) = e−eu
, (1+eu)−1, 1−Φ(u)

respectivement.
NotonsTi j la durée de vie (pas nécessairement observée) dejème unité duième groupe,

Xi j = ln(Ti j ∧ ti), δi j = I{Ti j ≤ ti}, f (u) =−S′(u), λ(u) =
f (u)
S(u)

.

La fonction de survie et la densité delnTi j sont

Si(u;γ,σ) = S

(
u− γTz(i)

σ

)
, fi(u;γ,σ) =

1
σ

f

(
u− γTz(i)

σ

)
, u∈ R.

Donc la fonction de vraisemblance

L(γ,σ) =
k

∏
i=1

ni

∏
j=1

[
1
σ

λ

(
Xi j − γTz(i)

σ

)]δi j

S

(
Xi j − γTz(i)

σ

)
.

En dérivant par rapport àγi et σ la fonctionlnL(γ,σ), on obtient

Ul (γ;σ) =
∂ lnL(γ,σ)

∂γl
=

1
σ

k

∑
i=1

zil

ni

∑
j=1

ai j (γ,σ), (l = 1, ...,m),
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Um+1(γ;σ) =
∂ lnL(γ,σ)

∂σ
=

1
σ

k

∑
i=1

ni

∑
j=1
{vi j (γ,σ)ai j (γ,σ)−δi j},

où

vi j (γ,σ) =
Xi j − γTz(i)

σ
, ai j (γ,σ) = λ(vi j (γ,σ))−δi j (lnλ)′(vi j (γ,σ)).

Des estimateurs de maximum de vraisemblanceσ̂, γ̂ peuvent être obtenus en résolvant le
système d’équations

Ul (γ,σ) = 0 (l = 1, ...,m+1).

Notons
I(γ,σ) = (Ilk(γ,σ))(m+1)×(m+1)

la matrice avec des éléments suivants :

Ils(γ,σ) =−∂2 lnL(γ,σ)
∂γl ∂γs

=
1

σ2

k

∑
i=1

zil zis

ni

∑
j=1

ci j (γ,σ), l ,s= 0, ...,m;

Il ,m+1(γ,σ) =−∂2 lnL(γ,σ)
∂γl ∂σ

=
1
σ

Ul (γ,σ)+
1

σ2

k

∑
i=1

zil

ni

∑
j=1

vi j (γ,σ)ci j (γ,σ), l = 0, ...,m;

Im+1,m+1(γ,σ) =−∂2 lnL(γ,σ)
∂σ2 =

2
σ

Um+1(γ,σ)+
1

σ2

k

∑
i=1

ni

∑
j=1

(v2
i j (γ,σ)ci j (γ,σ)+δi j ),

où
ci j (γ,σ) = λ′(vi j (γ,σ))−δi j (lnλ)′′ (vi j (γ,σ)).

Si Tx0 suit les lois de Weibull, loglogistique ou lognormale, alors

λ(t) = et ; (1+e−t)−1; ϕ(t)/(1−Φ(t)).

respectivement, où

ϕ(t) =
1√
2π

e−t2/2.

Si les estimateurs de maximum de vraisemblanceγ̂ et σ̂ sont obtenus, alors l’estimateurs de
la fonction de survieSx0 et de lap-quantiletp(x0) sont

Ŝx0(t) = S

(
ln t− γ̂Tz(0)

σ̂

)
, t̂p(x0) = eγ̂Tz(0)

[S−1
0 (1− p)]σ̂.

La loi asymptotique de(γ̂, σ̂)T quandni sont grands est approchée par la loi normale
N((γ,σ)T ,ΣΣΣ(γ,σ)) et la matrice de covarianceΣΣΣ(γ,σ) peut être estimé par

I−1(γ̂, σ̂) = (I ls(γ̂, σ̂)(m+2)×(m+2).

L’estimateur̂tp(x0) est la fonction régulière dêγ et σ̂, donc la loi asymptotique dêtp(x0) est
aussi normale. Maistp(x0) prend des valeurs positives, donc la vitesse de convergence vers
la loi normale est plus grande si on considère la loi limite de

K̂p(x0) = ln t̂p(x0) = γ̂Tz(0) + σ̂ ln [S−1
0 (1− p)].
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La loi deK̂p(x0) est approximée par la loi normaleN(Kp(x0),σ2
Kp

), où la varianceσ2
Kp

peut
être estimée par

σ̂2
Kp

=
(

∂K̂p(x0)
∂γ̂0

, ...,
∂K̂p(x0)

∂γ̂m
,
∂K̂p(x0)

∂σ̂

)
I−1(γ̂, σ̂)×

(
∂K̂p(x0)

∂γ̂0
, ...,

∂K̂p(x0)
∂γ̂m

,
∂K̂p(x0)

∂σ̂

)T

=
m

∑
l=0

m

∑
s=0

z0l z0sI
ls(γ̂, σ̂)+

2ln[S−1
0 (1− p)]

m

∑
l=0

I l ,m+1(γ̂, σ̂)z0l + ln2 [S−1
0 (1− p)]Im+1,m+1(γ̂, σ̂).

La loi de
K̂p(x0)−Kp(x0)

σ̂Kp

est approchée par la loiN(0,1). L’intervalle approximatif de confiance de niveau de confiance
(1−α) pourKp(x0) est donné par la formule

K̂p(x0)± σ̂Kpw1−α/2,

oùwα est laα-quantile de la loi deN(0,1). L’intervalle approximatif pourtp(x0) est donné
par la formule

t̂p(x0)exp{±σ̂Kpw1−α/2}.
L’estimateurŜx0(t) est aussi la fonction régulière deγ et σ. Notons

Q̂x0(t) = ln
Ŝx0(t)

1− Ŝx0(t)
et Qx0(t) = ln

Sx0(t)
1−Sx0(t)

.

La fonctionQx0(t) prend ces valeurs dansR donc la convergence dêQx0(t) vers la loi limite
est plus grande que la convergence deŜx0(t) vers sa loi limite. Comme dans le cas detp(x0)
on obtient que la loi de

(Q̂x0(t)−Qx0(t))/σ̂Q0

est approximée par la loi normaleN(0,1) ; ici

σ̂Q0 =
S′(S−1(Ŝx0(t)))

σ̂2Ŝx0(t)(1− Ŝx0(t))
×

√
σ̂2

m

∑
l=0

m

∑
s=0

z0l z0sI ls(γ̂, σ̂)−2γ̂Tz(0)
m

∑
l=0

z0l σ̂+(γ̂Tz(0))2.

Donc les(1−α)-intervalles approximatifs de confiance pourQx0(t) etSx0(t) sontQ̂x0(t)±
σ̂Q0w1−α/2 et (

1+
1− Ŝx0(t)

Ŝx0(t)
exp{∓σ̂Q0w1−α/2}

)−1

.

Exemple 1. Si Tx0 suit la loi de Weibull, i.e.

Sx0(t) = e−(t/θ)ν
, t ≥ 0,
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et la paramétrisation d’Arrhénius est choisie (le stress est la température, par exemple), i.e.

r(x) = eβ0+β1/x,

alorsS(t) = exp{−exp(t)}, z00 = 1, z10 = 1/x0, donc

Ŝx0(t) = exp{−exp{ ln t− γ̂0− γ̂1/x0

σ̂
}}, t̂p(x0) = eγ̂0+γ̂1/x0(− ln(1− p))σ̂.

Exemple 2. Si Tx0 suit la loi loglogistique, i.e.

Sx0(t) = (1+(t/θ)ν)−1, t ≥ 0,

et la paramétrisation de la règle de puissance est choisie (le stress est le voltage, par exemple),
i.e.

r(x) = eβ0+β1 lnx,

alors
S(t) = (1+et)−1, z00 = 1, z10 = lnx0,

donc

Ŝx0(t) =
[
1+exp

(
ln t− γ̂0− γ̂1 lnx0

σ̂

)]−1

, t̂p(x0) = eγ̂0+γ̂1 lnx0

(
p

1− p

)σ̂
.

Exemple 3. Si Tx0 suit la loi lognormale et la paramétrisation d’Eyring est choisie, i.e.

r(x) = eβ0+β1 lnx+β2/x,

alors
z00 = 1, z10 = lnx0, z20 = 1/x0, S(t) = 1−Φ(t)

et

Ŝx0(t) = 1−Φ
(

ln t− γ̂0− γ̂1 lnx0− γ̂2/x0

σ̂

)
, t̂p(x0) = eγ̂0+γ̂1 lnx0+γ̂2/x0+σ̂Φ−1(p).

Exemple 4. Supposons que la durée de vieTx0 suit la loi de Weibull et le stressx =
(x1,x2)T est bidimensionel (le voltage et la température, par exemple) et le modèle d’Ar-
rhénius généralisé avecδ1(x) = α1/x1, δ2/x2

2 est choisi. Alors

z00 = 1, z10 = lnx10, z20 = 1/x20

et

Ŝx0(t) = exp{−exp{ ln t− γ̂0− γ̂1 lnx10− γ̂2/x20

σ̂
}},

t̂p(x0) = eγ̂0+γ̂1 lnx10+γ̂2/x20(− ln(1− p))σ̂.

Les formules sont plus simples, siν = 1 dans (7), par exemple dans le cas de la loi
exponentielle :

Sx0(t) = e−t/θ, t ≥ 0, tp(x0) =−e−γTz(0)
ln(1− p).
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Le modèle (6) peut être écrit

Sx(t) = exp{−exp(γTz)t},

où
γ = (γ0, ...,γm)T , γ0 = β0− lnθ, γi = βi , (i = 1, ...,m).

La fonction de survie et le taux de pannes deTi j sont

Sxi(t) = exp{−exp(γTz(i))t},

λxi(t) = e−γTz(i)
.

NotonsXi j = Ti j ∧ ti , δi j = I(Ti j ≤ ti). La fonction de vraisemblance

L(γ) =
k

∏
i=1

ni

∏
j=1

[
λxi(Xi j )

]δi j Sxi(Xi j ) = exp{−
k

∑
i=1

ni

∑
j=1

(δi j γTz(i) +eγTz(i)
Xi j )}.

Les fonctions score

Ul (γ) =
∂ lnL(γ)

∂γl
=−

k

∑
i=1

zil (δi +eγTz(i)
Xi·),

où

δi =
ni

∑
j=1

δi j , Xi· =
ni

∑
j=1

Xi j

et la matrice d’information de Fisher

I(γ) = (Ils(γ)), (l ,s= 0, ...,m),

où

Ils(γ) =−E
{

∂2 lnL(γ)
∂γl ∂γs

}
= E

{
k

∑
i=1

zil zise
γTz(i)

Xi·

}
=

k

∑
i=1

nizil zis

(
1−e−eγTz(i)

ti

)
.

S’il n’y a pas de censures, i.e.ti = ∞, alors

Ils(γ) =
k

∑
i=1

nizil zis

ne dépendent pas deγ.
NotonsÎ = I(γ̂) la matrice d’information de Fisher estimée.
La loi asymptotique dêγ quandni sont grands est approximée par la loi normaleN(γ, I−1(γ))

et donc la loi de
K̂p(x0) = ln t̂p(x0) =−γ̂Tz(0) + ln(− ln(1− p))

est approximée par la loi normaleN(Kp(x0),σ2
Kp

), où

σ2
Kp

=
m

∑
l=0

m

∑
s=0

I ls(γ)z0l z0s,
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Notons

σ̂2
Kp

=
m

∑
l=0

m

∑
s=0

I ls(γ̂)z0l z0s.

Donc
K̂p(x0)−Kp(x0)

σ̂Kp

est approximée par la loiN(0,1). L’intervalle approximatif de confiance du niveau1−α
pourtp(x0) est donné par la formule

t̂p(x0)exp{±σ̂Kpw1−α/2}.

L’estimateurŜx0(t) est aussi la fonction régulière deγ. Notons

Q̂x0(t) = ln
Ŝx0(t)

1− Ŝx0(t)
et Qx0(t) = ln

Sx0(t)
1−Sx0(t)

.

Comme dans le cas du quantiletp(x0) on obtient que la loi de

Q̂x0(t)−Qx0(t)
σ̂x0

peut être approximée par la loiN(0,1) ; ici

σ̂Q0 = ln Ŝx0(t)

√
m

∑
l=0

m

∑
s=0

z0l z0sI ls(γ̂).

Donc les(1−α)-intervalles de confiance approximatifs pourQx0(t) etSx0(t) sont

Q̂x0(t)± σ̂Q0w1−α/2

et (
1+

1− Ŝx0(t)
Ŝx0(t)

exp{∓σ̂Q0w1−α/2}
)−1

.

Si γ̂ est l’estimateur de maximum de vraisemblance pourγ, alors

Ŝx0(t) = exp{−eγ̂Tz(0)
t}, t̂p(x0) =−exp{−eγ̂Tz(0)

ln(1− p)}.

Par exemple, dans le cas de modèles d’Arrhénius et de la règle de puissance il faut prendre
zil = 1/xil etzil = lnxil respectivement et on a

Ŝx0(t) = exp{−eγ̂0+γ̂1/x0t}, Ŝx0(t) = exp{−eγ̂0+γ̂1 lnx0t}

respectivement.
Le premier plan d’expérience a ses points faibles :
1) des strictes suppositions sur la forme de la fonctionr(x) sont faites ;
2) comme dans le cas de tous les modèles de régression la prédiction de variable dépen-

dante pour la valeur de stressx0 peut être mauvaise parce que cette valeur n’appartient pas
à la région des stress utilisés pendant des expériences.

346



Donc supposons que le deuxième plan est utilisé : le premier groupe d’articles de taille
n1 est testé sous le stress accéléréx1 et un échantillon completT11≤ ... ≤ T1n1 est obtenu,
le deuxième groupe de taillen2 est testé sous le stress

x2(τ) =
{

x1, si 0≤ τ≤ t1,
x0, si t1≤ τ≤ t2

et un échantillon censuré du premier typeT21≤ ...≤ T2m2 est obtenu(m2≤ n2).
Supposons que

Sx0(t) = S0
(
(t/θ)α)

,

donc le modèle (2) peut être écrit

Sx(·)(t) = S0

((∫ t

0
r[x(t)]dτ/θ

)α)
. (8)

La formule (8) implique

Sx1(t) = S0

((rt
θ

)α)
,

Sx2(t) = S0
(
((r(t1∧ t)+(t− t1)∨0)/θ)α)

,

où r = r(x1).
Notons

ρ = ln r, ψ = lnθ, S(t) = S0(et), f (t) =−S′(t), λ(t) = f (t)/S(t).

Alors
Sx1(t) = S(α(ln t +ρ−ψ));

Sx2(t) =
{

S(α(ln t +ρ−ψ)), t ≤ t1,
S(α(ln(eρt1 + t− t1)−ψ)), t > t1;

fx1(t) = f (α(ln t +ρ−ψ))
α
t

;

fx2(t) =
{

f (α(ln t +ρ−ψ))α
t , t ≤ t1,

f (α(ln(eρt1 + t− t1)−ψ)) α
eρt1+t−t1

, t > t1.

Notonsr2 le nombre de pannes du deuxième groupe jusqu’au momentt1. La fonction de
vraisemblance

L =
n1

∏
j=1

f (α(lnT1 j +ρ−ψ))
α

T1 j

r2

∏
j=1

f (α(lnT2 j +ρ−ψ))
α

T2 j
×

m2

∏
j=r2+1

f (α(ln(eρt1 +T2 j − t1)−ψ))
α

eρt1 +T2 j − t1
Sn2−m2(α(ln(eρt1 + t2− t1)−ψ)),

donc

U1(α,ρ,ψ) =
∂ lnL
∂α

=
n1

∑
j=1

(ln f )′(c(T1 j))
c(T1 j)

α
+

n1 +m2

α
+

r2

∑
j=1

(ln f )′(c(T2 j))
c(T2 j)

α
+

m2

∑
j=r2+1

(ln f )′(d(T2 j))
d(T2 j)

α
− (n2−m2)λ(d(t2))

d(t2)
α

,
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U2(α,ρ,ψ) =
∂ lnL

∂ρ
=

n1

∑
j=1

(ln f )′(c(T1 j))α+
r2

∑
j=1

(ln f )′(c(T2 j))α+

m2

∑
j=r2+1

(ln f )′(d(T2 j))
αeρt1

eρt1 +T2 j − t1
−

m2

∑
j=r2+1

eρt1
eρt1 +T2 j − t1

−(n2−m2)λ(d(t2))
αeρt1

eρt1 + t2− t1
,

U3(α,ρ,ψ) =
∂ lnL
∂ψ

=−α

[
n1

∑
j=1

(ln f )′(c(T1 j))+
r2

∑
j=1

(ln f )′(c(T2 j))+

m2

∑
j=r2+1

(ln f )′(d(T2 j))− (n2−m2)λ(d(t2))

]
,

où
c(u) = α(lnu+ρ−ψ), d(u) = α(ln(eρt1 +u− t1)−ψ).

Dans les cas des lois de Weibull, loglogistique et lognormale

(ln f )′(t) = et ;
1−et

1+et ; −t,

respectivement, et

λ(t) = et ; (1+e−t)−1;
ϕ(t)

1−Φ(t)
,

respectivement.
Si les estimateurs de maximum de vraisemblanceα̂, ρ̂, ψ̂ sont obtenus, alors l’estima-

teurs de la fonction de survieSx0 et de lap-quantiletp(x0) sont

Ŝx0(t) = S(α̂(ln t− ψ̂)), t̂p = exp{ψ̂+
1
α̂

S−1(1− p)}.

Dans les cas des lois de Weibull, loglogistique et lognormale

S−1(p) = ln(− ln(1− p)); − ln(
1
p
−1); Φ−1(1− p).

Notons I(α,ρ,ψ) = (Ii j (α,ρ,ψ) une (3× 4) matrice symétrique avec des éléments sui-
vantes :

I11 =−∂2 lnL
∂α2 =− 1

α2

{
n1

∑
j=1

(ln f )′′(c(T1 j))[c(T1 j)]2−n1−m2+

r2

∑
j=1

(ln f )′′(c(T2 j))[c(T2 j)]2 +
m2

∑
j=r2+1

(ln f )′′(d(T2 j))[d(T2 j)]2−

(n2−m2)λ′(d(t2))[d(t2)]2
}

,

I12 = I21 =−∂2 lnL
∂α∂ρ

=−
n1

∑
j=1

(ln f )′′(c(T1 j))c(T1 j)−

r2

∑
j=1

(ln f )′′(c(T2 j))−
m2

∑
j=r2+1

(ln f )′′(d(T2 j))d(T2 j)+(n2−m2)λ′(d(t2))
eρt1

eρt1 + t2− t1
−
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1
α

U2(α,ρ,ψ)− 1
α

m2

∑
j=r2+1

eρt1
eρt1 +T2 j − t1

,

I13 = I31 =−∂2 lnL
∂α∂ψ

=
n1

∑
j=1

(ln f )′′(c(T1 j))c(T1 j)+
r2

∑
j=1

(ln f )′′(c(T2 j))c(T2 j)+

m2

∑
j=r2+1

(ln f )′′(d(T2 j))d(T2 j)− (n2−m2)λ′(d(t2))d(t2)− 1
α

U3(α,ρ,ψ),

I22 =−∂2 lnL
∂ρ2 =−α2

n1

∑
j=1

(ln f )′′(c(T1 j))−

α2
r2

∑
j=1

(ln f )′′(c(T2 j))−α2
m2

∑
j=r2+1

(ln f )′′(d(T2 j))
(

eρt1
eρt1 +T2 j − t1

)2

−

m2

∑
j=r2+1

[α(ln f )′(d(T2 j))−1]
eρt1(T2 j − t1)

(eρt1 +T2 j − t1)2+

(n2−m2)λ′(d(t2))
(

αeρt1
eρt1 + t2− t1

)2

+(n2−m2)λ(d(t2))
αeρt1(t2− t1)

(eρt1 + t2− t1)2 ,

I23 = I32 =−∂2 lnL
∂ρ∂ψ

= α2

{
n1

∑
j=1

(ln f )′′(c(T1 j))+
r2

∑
j=1

(ln f )′′(c(T2 j))+

m2

∑
j=r2+1

(ln f )′′(d(T2 j))
eρt1

eρt1 +T2 j − t1
− (n2−m2)λ′(d(t2))

eρt1
(eρt1 + t2− t1)

}
,

I33 =−∂2 lnL
∂ψ2 =−α2

[
n1

∑
j=1

(ln f )′′(c(T1 j))+
r2

∑
j=1

(ln f )′′(c(T2 j))+

m2

∑
j=r2+1

(ln f )′′(d(T2 j))− (n2−m2)λ′(d(t2))

]
.

Dans les cas des lois de Weibull, loglogistique et lognormale

(ln f )′′(t) = et ;
−2et

(1+et)2 ; −1,

respectivement, et

λ′(t) = et ;
et

(1+et)2 ; −t
ϕ(t)

1−Φ(t)
+

(
ϕ(t)

1−Φ(t)

)2

,

respectivement.
Si n est grand, la loi de(α̂, ρ̂, ψ̂) peut être approchée par la loi normale de moyenne

(α,ρ,ψ) et la matrice de covariance estimée par

I−1(α̂, ρ̂, ψ̂) = (I ls(α̂, ρ̂, ψ̂))3×3.
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Notons

Q̂x0(t) = ln
Ŝx0(t)

1− Ŝx0(t)
.

La loi de
(Q̂x0(yt)−Qx0(t))/σ̂Q0

est approchée par la loi normaleN(0,1), ici

σ̂Q0 =
S′(S−1(Ŝx0(t)))

Ŝx0(t)(1− Ŝx0(t))
×

√
(ln t− ψ̂)2I11(α̂, ρ̂, ψ̂)−2α̂(lnt− ψ̂)I13(α̂, ρ̂, ψ̂)+ α̂2I33(α̂, ρ̂, ψ̂).

Donc les(1−α) intervalles approximatifs de confiance pourQx0(t) etSx0(t) sont

Q̂x0± σ̂Q0w1−α/2 et

(
1+

1− Ŝx0(t)
Ŝx0(t)

exp{∓σ̂Q0w1−α/2}
)−1

,

respectivement.
Notons

K̂p(x0) = ln t̂p(x0) = ψ̂+
1
α̂

S−1(1− p).

La loi de
(K̂p(x0)−Kp(x0))/σ̂Kp

est approchée par la loi normaleN(0,1) ; ici

σ̂2
Kp

=
(

S−1(1− p)
α2

)2

I11− S−1(1− p)
α2 I13+ I33.

Donc les(1−α) intervalles approximatifs de confiance pour

Kp(x0) = ln tp(x0) et tp(x0)

sont
K̂p(x0)+±w1−α/2σ̂Kp et t̂p(x0)exp{±σ̂Kpw1−α/2}

respectivement.

6.11.3 Estimation semiparamétrique

On suppose que le modèle (5) est considéré et la fonctionSx0 est inconnue. On considère
le premier plan d’expériences. La fonction de survie sous le stressxi est

Sxi(t) = Sx0(e
βTzi t).

NotonsNi(τ) les nombres des pannes observées dui-ème groupe dans l’intervalle[0,τ],
Yi(τ) des nombres d’unités “a risque” (à l’état de fonctionnement et non-censurés) avant le
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momentτ, Ti1≤ ...≤ Timi les moments de pannes dui-ème groupe,mi = Ni(ti). On suppose
d’abord queβ soit connu. Les variables aléatoires

eβTzi Ti j (i = 1, ...,k; j = 1, ...,mi)

peuvent être considérées comme des pseudo-pannes “observées” dans une expérience où
n = ∑m

i=1ni unités avec la fonction de survieSx0 ont été testés etni parmi elles ont été

censurées au momenteβTzi ti (i = 1,2, ...,k). Alors

NR(τ,β) =
k

∑
i=1

Ni(e−βzi τ)

est le nombre des pannes observées dans l’intervalle[0,τ] et

YR(τ,β) =
k

∑
i=1

Yi(e−βzi τ)

est le nombre des unités à risque avant le momentt.
La fonction de survieSx0 peut être estimée par l’estimateur de Kaplan-Meier : pour tous

s≤maxi{eβzi ti}

S̃x0(s,β) = ∏
τ≤s

(
1− ∆NR(τ,β)

YR(τ,β)

)
= ∏

τ≤s

(
1− ∑m

l=1∆Nl (e−βzi τ)

∑m
l=1Yl (e−βzi τ)

)
,

où ∆NR(τ,β) = NR(τ,β)−NR(τ−,β). On écritS̃0 de façon suivant :

S̃x0(s,β) = ∏
(i, j):Ti j≤exp{−βzi}s

(
1− 1

∑m
l=1Yl (eβ(zi−zl )Ti j )

)
.

La fonction de vraisemblance

L(β) =
k

∏
i=1

mi

∏
j=1

[S̃x0(e
βTzi Ti j−,β)− S̃x0(e

βTzi Ti j ,β)]S̃ni−mi
x0

(eβTzi ti ,β),

où
S̃x0(u−,β) = lim

ε↓0
S̃x0(u− ε,β).

Le facteur qui correspond à une panne est le saut de la fonctionS̃x0 parce que la den-

sité fx0 = −S′x0
est inconnue et peut être approchée dans les pointseβTzi Ti j par le facteur

proportionnel à

S̃x0(e
βTzi Ti j−,β)− S̃x0(e

βTzi Ti j ,β).

Si on a desex aequo, alors on noteT∗1 (β) < ... < T∗q (β) les moments différents parmi

exp{βTzi}Ti j , d j - le nombre des pseudopannes au momentT∗j (β). Alors pour touts≤
maxi{eβTzi ti}

S̃x0(s,β) = ∏
j:T∗j (β)≤s


1− d j

∑m
l=1Yl (e−βTzl T∗j (β))
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et

L(β) =
q

∏
j=1

[S̃x0(T
∗
j−1(β),β)− S̃x0(T

∗
j (β),β)]di

m

∏
i=1

S̃ni−mi
x0

(eβTzi ti ,β).

Notonsβ̂ = ArgmaxβL(β). La fonction de survie sous le stress normale est estimée pour

touss≤maxi{eβ̂
T
zi ti} par

Ŝx0(s) = S̃x0(s, β̂).

Au lieu d’estimation par la méthode de maximum de vraisemblance on peut considérer la
méthode des moments modifiée.

Si β est connu, le taux de pannes accumulé

Ax0(t) = exp{−Sx0(t)}
peut être estimé par l’estimateur de Nelson-Aalen :

pour toutt ≤max{eβTzi ti} on a

Ãx0(t,β) =
∫ t

0

dNR(u)
YR(u)

=
∫ t

0

d∑k
i=1Ni(e−βTzi u)

∑k
i=1Yi(e−βTzi u)

.

La proposition (annexe) implique que

E
k

∑
i=1

zi

∫ ∞

0
dNi(u)−Yi(u)dAx0(e

βTzi u) =

E
k

∑
i=1

zi

∫ ∞

0
dNi(u)−Yi(u)dAi(u) = 0.

Donc l’estimateur deβ peut être trouvé en considérant la fonction

Ũ(β) =
k

∑
i=1

zi

∫ ∞

0
dNi(u)−Yi(u)dÃx0(e

βzi u,β). (9)

C’est la fonction en escaliers et ces valeurs sont dispersées autour zéro. L’estimateur deβ
peut être déterminé comme

β̂ = supArgmin
β

Ũ(β).

Le choix de poidszi peut être justifié de façon suivante. SiAx0 est connue, alors la fonction
de vraisemblance pourβ

L(β) =
k

∏
i=1

ni

∏
j=1

λδi j
xi

(Xi j )Sxi(Xi j )

et donc

Ul (β) =
∂ lnL(β)

∂βl
=

k

∑
i=1

ni

∑
j=1

δi j zil [1+eβzi Xi j
α′x0

(eβzi Xi j )

αx0(e
βzi Xi j )

−αx0(e
βzi Xi j )eβzi Xi j ] =

k

∑
i=1

∫ ∞

0
Wi(u)(dNi(u)−Yi(u)dAx0(e

βzi)),
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où

Wil = zil

(
1+eβzi u

α′x0
(eβzi u)

αx0(e
βzi u)

)
.

Les poids optimauxWil dépendent de la loi deTx0. Si Tx0 suit la loi de Weibull, alors
Wil (u) = zil . Notons

U(β) = (U0(β), ...,Um(β))T , Wi(u) = (Wi0, ...,Wim(u)).

Alors

U(β) =
k

∑
i

∫ ∞

0
Wi(u)(dNi(u)−Yi(u)dAx0(e

βTzi u). (10)

Remplaçant dans (10) la fonction inconnueAx0(v) par le pseudoestimateurÃx0(v,β) et en
prenant des poidsWil (u) = zil , on obtient la fonction score modifiéẽU(β), donnée par la
formule (9).

Le choix de poids influence un peu l’effectivité mais pas la validité des procédures
inférentielles. Les poids optimaux dépendent de la dérivée du taux de pannes et donc ne
peuvent pas être bien estimés quand la loi est inconnue.Donc on utilise les poids les plus
simplesWil (u) = zil qui sont optimaux pour la loi de Weibull.

Après avoir trouvé l’estimateur̂β par une des méthodes considérées on obtient un esti-
mateur de la fonction de survie :

Ŝx0(t) = S̃x0(t, β̂)

ou, de façon alternative,
Ŝx0(t) = exp{−Ã0(t, β̂)}.

Considérons le deuxième plan d’expériences. Le premier groupe d’articles de taillen1 est
testé sous le stress accéléréx1 et un échantillon completT11 ≤ ... ≤ T1n1 est obtenu. Le
deuxième groupe de taillen2 est testé sous le stress ( ) et un échantillon censuréT21≤ ...≤
T2m2 est obtenu(m2 ≤ n2). NotonsNi(τ) et Yi(τ) les nombres des pannes observées dans
l’intervalle [0,τ], Yi(τ) les nombres d’unités “à risque” avant le momentτ du ième groupe :

N1(τ) =
n1

∑
j=1

I(T1 j ≤ τ), N2(τ) =
m2

∑
j=1

I(T2 j ≤ τ),

Y1(τ) =
n1

∑
j=1

I(T1 j ≥ τ),Y2(τ) =

[
m2

∑
j=1

I(T2 j ≥ τ)+n2−m2

]
I(τ≤ t).

Le modèle (8) implique que

Sx1(t) = Sx0(rt ), Sx2(t) = Sx0(r(t ∧ t1)+(t− t1)∨0),

où r = r(x1). Les moments

Ri j = rTi j et R2 j = r(T2 j ∧ t1)+(T2 j − t1)∨0

peuvent être interprétés comme les moments de pannes obtenus dans une expérience pen-
dant laquellen = n1 +n2 “unités” de fonction de survieSx0 ont été observés et le temps de

353



censure pour les dernièresn2 “unités” a été égale à(rt1 + t− t1). Les nombres des pannes,
“obsrvées” dans un intervalle[0,u] serait

NR(u) = W1(u/r)+N2(u/r ∧ t1 +(u− rt1)∨0)

et le nombre des “unités à risque”

YR(u) = Y1(u/r)+Y2(u/r ∧ t1)+(u− rt1)∨0).

Donc le pseudoestimateurÃ0(s, r), dependant der, de la fonction de pannes accumulées
A0(t) =− lnS0(t) est

Ã0(s, r) =
∫ s

0

dN1(u/r)+dN2((u/r)∧ t1 +(u− rt1)∨0)
Y1(u/r)+Y2((u/r)∧ t1 +(u− rt1)∨0)

et le pseudoestimateurS̃0(s, r) de la fonction de survieS0 est

S̃0(s, r) = ∏
(i, j)∈B(s)

(
1− 1

Y1(T1i)+Y2(t1∧T1i + r((T1i− t1)∨0))

)
×

(
1− 1

Y2(T2 j)+Y1(t1∧T2 j +(T2 j−t1
r )∨0)

)
,

où
B(s) = {(i, j)| rT1i ≤ s et r(T2 j ∧ t1)+(T2 j − t1)∨0≤ s}.

Alors les pseudoestimateurs pourS1 = Sx1 etS2 = Sx2 sont

S̃1(s, r) = S̃0(rs, r), S̃2(s) = S̃0(r(s∧ t1)+(s− t1)∨0).

La fonction de vraisemblance observée

L(r) =
n1

∏
i=1

[S̃0(rT1i−, r)− S̃0(rT1i , r)]
m2

∏
j=1

[S̃0((r(T2 j ∧ t1)+(T2 j − t1)∨0)−, r)

−S̃0(r(T2 j ∧ t1)+(T2 j − t1)∨0, r)][S̃0(rt1 + t− t1, r)]n2−m2.

Considérons la méthode des moments modifiée. De la même façon qu’au cas du premier
plan, on a

E
2

∑
i=1

∫ ∞

0
xi(τ)(dNi(τ)−Yi(τ)dAi(t)) =

x1E
∫ ∞

0
(dN1(τ)−Y1(τ)dA0(rτ)+E

∫ ∞

0
x2(τ){dN2(τ)−Y2(τ)dA0(r(τ∧ t1)+(τ− t1)∨0)

Notonsn = n1 +n2. Considérons la fonction

Û(r) =
1

x1−x0
{x1

∫ ∞

0
(dN1(τ)−Y1(τ)dÃ0(rτ, r)+

∫ ∞

0
x2(τ){dN2(τ−Y2(τ)dÃ0(r(t ∧ t1)+(t− t1)∨0, r)}.
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Il est facile à montrer que

Û(r) =
∫ t

t1

Y2(τ)dN1(t1 + τ−t1
r )−Y1(t1 + τ−t1

r )dN2(τ)
Y1(t1 + τ−t1

r )+Y2(τ)

ou

Û(r) = ∑
j:T1 j>t1

Y2(t1 + r(T1 j − t1))
Y1(T1 j)+Y2(t1 + r(T1 j − t1))

−

∑
j:T2 j>t1

Y1(t1 + T2 j−t1
r )

Y1(t1 + T2 j−t1
r )+Y2(T2 j)

.

La fonctionÛ est décroissante et en escaliers,Û(0) > 0, Û(∞) < 0 avec une probabilité 1.
L’estimateur du paramètrer :

r̂ = Û−1(0) = sup{r : Û(r)≥ 0}.

Alors

Â0(s) =
∫ s

0

dN1(u
r̂ )+dN2

[
u
r̂ ∧ t1 +(u− r̂t1)∨0

]

Y1(u
r̂ )+Y2

[
u
r̂ ∧ t1 +(u− r̂t1)∨0

] =

∑
j: T1 j≤ s

r̂

1
Y1(T1 j)+Y2[T1 j ∧ t1 + r̂(T1 j − t1)∨0]

+

∑
j: T2 j≤ s

r̂∧t1+(s−r̂t1)∨0

1

Y1[T2 j ∧ t1 + T2 j−t1
r̂ ∨0]+Y2(T2 j)

.

La fonction de survieSx0 peut être estimée par l’estimateur

Ŝx0(t) = S̃x0(t, β̂)

ou de façon alternative
Ŝx0(t) = exp{−Â0(t)}.

Les propriétés asymptotiques des estimateurs et construction des intervalles de confiance
approximatifs sont données dans Bagdonavičius & Nikulin (1997).
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Chapitre 7

INFERENCE BAYESIENNE

7.1 La règle Bayesienne

Soit(X,Θ)T un vecteur aléatoire à valeurs dans l’espaceχ×Ω et soitp(x,θ) sa densité.
Alors

π(θ) =
∫

χ
p(x,θ)dx et q(x) =

∫

Ω
p(x,θ)dθ (7.1)

sont les densités marginales deΘ etX, respectivement. L’approche bayesienne suppose que
pendant l’expérience on n’observe que des réalisations deX, i.e. on suppose queX est une
variable (un vecteur) observable appelée un échantillon. Par contre la deuxième composante
Θ est inconnue et non observée et est considérée comme un paramètre. Supposons que la
densité conditionnelle deX sachant la valeur deΘ est connue. Notons

π(x|θ) =
p(x,θ)
π(θ)

(7.2)

la densité conditionnelle deX sachant queΘ = θ, et soit

q(θ|x) =
p(x,θ)
q(x)

(7.3)

la densité conditonnelle deΘ sachant queX = x. Puisque

p(x,θ) = π(x|θ)π(θ) = q(θ|x)q(x), (7.4)

de (1)-(4) on tire les formules de Bayes :

q(θ|x) =
π(x|θ)π(θ)

q(x)
=

π(x|θ)π(θ)∫
Ω π(x|θ)π(θ)dθ

(7.5)

et

π(x|θ) =
q(θ|x)q(x)

π(θ)
=

q(θ|x)q(x)∫
χ q(θ|x)q(x)dx

. (7.6)

La densité marginaleπ(θ) deΘ est appelée la densitéà priori et la densité conditionnelle
q(θ|x) deΘ sachantX = x est appelée la densitéà posteriori¤
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Exemple 1. Supposons queΘ suit la loi normaleN(µ,τ2), i.e. la densité à priori est

π(θ) =
1
τ

ϕ
(

θ−µ
τ

)
,θ ∈ R1, (7.7)

oùϕ(u) est la densité de la loi normale standardN(0,1), µ etτ sont connus,|µ|< ∞,τ2 > 0.
On suppose que la loi conditionnelle deX sachant queΘ = θ est normaleN(θ,σ2) i.e., la
densité conditionnelle deX sachantΘ = θ est

π(x|θ) =
1
σ

ϕ
(

x−θ
σ

)
, (7.8)

σ2 > 0,σ2 est connu. Calculons la densitéq(x) de la loi marginale deX. D’aprés (1)-(3) on
a

q(x) =
∫ ∞

−∞
π(x|θ)π(θ)dθ =

∫ ∞

−∞

1
σ

ϕ
(

x−θ
σ

)
1
τ

ϕ
(

θ−µ
τ

)
dθ

=
∫ ∞

−∞

1√
2πσ2

exp

{
− 1

2σ2(x−θ)2
}

1√
2πτ2

exp

{
− 1

2τ2(θ−µ)2
}

dθ

=
1

2πστ

∫ ∞

−∞
exp

{
−1

2

[
x2−2xθ+θ2

σ2 +
θ2−2θµ+µ2

τ2

]}
dθ

=
1

2πστ
exp

{
−1

2

(
x2

σ2 +
µ2

τ2

)}∫ ∞

−∞
exp

{
−1

2

[
θ2

σ2 −2θ
( x

σ2 +
µ
τ2

)
+

θ2

τ2

]}
dθ

=
1

2πστ
exp

{
−1

2

(
x2

σ2 +
µ2

τ2

)}
×

×
∫ ∞

−∞
exp

{
−1

2

[
θ2

(
1

σ2 +
1
τ2

)
−2θ

( x
σ2 +

µ
τ2

)
+

( x
σ2 +

µ
τ2

)2
−

( x
σ2 +

µ
τ2

)2
]}

dθ

=
1

2πστ
exp

{
−1

2
τ2x2 +σ2µ2

σ2τ2

}
×

×
∫ ∞

−∞
exp

{
−τ2 +σ2

2σ2τ2

[
θ2−2θ

τ2x+σ2µ
σ2 + τ2 +

(
τ2x+σ2µ
σ2 + τ2

)2

−
(

τ2x+σ2µ
σ2 + τ2

)2
]}

dθ

=
1

2πστ
exp

{
−1

2
τ2x2 +σ2µ2

σ2τ2

}
×

∫ ∞

−∞
exp

{
−τ2 +σ2

2σ2τ2

(
θ− τ2x+σ2µ

σ2 + τ2

)2
}

exp

{
(xτ2 +µσ2)2

2σ2τ2(σ2 + τ2)

}
dθ

=
1√

2π
√

τ2 +σ2
exp

{
−τ2x2 +σ2µ2

σ2τ2 +
(x2τ2 +µ2σ2)2

2σ2τ2(σ2 + τ2)

}
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=
1√

2π
√

τ2 +σ2
exp

{
− 1

2(σ2 + τ2)
(x−µ)2

}
, (7.9)

i.e. la loi marginale deX est normaleN(µ,σ2 + τ2) de paramètres

EX = µ et Var X = σ2 + τ2. (7.10)

D’après (2) la densitép(x,θ) du vecteur(X,Θ)T est

p(x,θ) = π(x|θ)π(θ) =
1
σ

ϕ
(

x−θ
σ

)
1
τ

ϕ
(

θ−µ
τ

)
. = (7.11)

1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
exp

{
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ)2

σ2 + τ2 −2ρ
(x−µ)(θ−µ)

τ
√

σ2 + τ2
+

(σ−µ)2

τ2

]}
,

où

ρ2 =
τ2

σ2 + τ2 , σ2
1 = σ2 + τ2, σ2

2 = τ2,

i.e. (X,Θ)T suit la loi normale bidimensionnelle de paramètresa = (µ,µ)T et ∑, où

∑ =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

σ2 + τ2 ρστ
ρστ τ2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

¤
L’inférence statistique surΘ dans l’optique de l’approche bayesienne est donnée en

utilisant la densité à posterioriq(θ|x) basée sur l’échantillonX, puisque toute information
probabiliste surΘ est exprimée en termes deq(θ|X). S’il est nécessaire d’estimer la va-
leurU(θ), où θ est une réalisation non-observée du paramètre aléatoireΘ, alors on utilise
l’espérance conditionnelleE{U(Θ)|X} comme l’estimateur ponctuel pourU(θ). ¤

7.2 Estimation ponctuelle

Supposons que pendant une expérience une réalisation deX est observée et la réalisation
correspondante deΘ est inconuue. Il faut estimer la valeurθ de la réalisation non observée
deΘ. Soit

Θ∗ = Θ∗(X) (7.1)

un estimateur ponctuel deθ. L’erreur systématique deΘ∗ est

E{Θ∗−Θ|X}= E{Θ∗|X}−E{Θ|X}, (7.2)

où
E{Θ|X = x}=

∫

Ω
θq(θ|x)dθ et E{Θ∗|X = x}= Θ∗(x). (7.3)

Définition 1. L’estimateurΘ̂(X) est sans biais si l’erreur systématique est égale à zéro,
i.e., si

Θ̂(x)≡ E{Θ|X = x}. (7.4)
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Il s’ensuit que l’estimateur sans biais est unique presque sûrement.
Soit Θ̃ = Θ̃(X) un autre estimateur deθ. Puisque

Θ̃(x)−Θ = [Θ̃(x)− Θ̂(x)]+ [Θ̂(x)−Θ],

on a
E{(Θ̃−Θ)2|X = x}

= [Θ̃(x)− Θ̂(x)]2 +2[Θ̃(x)− Θ̂(x)]E{Θ̂(X)−Θ|X = x}+E{[Θ̂(X)−Θ]2|X = x}
= [Θ̃(x)− Θ̂(x)]2 +E{[Θ̂(X)−Θ]2|X = x} ≥ E{[Θ̂(X)−Θ]2|X = x}. (7.5)

Donc l’estimateur sans biaiŝΘ minimize le risque quadratique àpostériori. L’inégalité
implique qu’avec la probabilité 1

E{(Θ̃−Θ)2|X} ≥ E{(Θ̂−Θ)2|X}. (7.6)

Prenant l’espérance de la gauche et de la droite, on a

E{(Θ̃−Θ)2|X} ≥ E(Θ̂−Θ)2} (7.7)

L’inégalité (7) implique que l’estimateur sans biais

Θ̂(X) = E{Θ|X}=
∫

Ω
θq(θ|X)dθ (7.8)

est le meilleur dans le sens du minimum du risque quadratique.¤
Définition 2. L’estimateur sans biaiŝΘ(X) est appelé l’estimateur bayesien.
Remarque 1.L’estimateur bayesien̂Θ est l’espérance de larépartition à posteriori. ¤

Remarque 2.De (1.1) - (1.4) on a

Eq(θ|X) =
∫

χ
q(θ)|x)q(x)dx=

∫

χ
p(x,θ)dx= π(θ),

i.e.,q(θ|X) l’estimateur sans biais de la densité à prioriπ(θ). ¤

Exemple 1.Soit (X,Θ)T un vecteur aléatoire oùΘ est une variable aléatoire suivant la
loi uniforme[0,1], i.e. la densité à priori est

π(θ) =
{

1, si θ ∈Ω = [0,1],
0, sinon.

(7.9)

et la répartition conditionnelle deX sachantΘ = θ est la répartition de BernoulliB(1,θ),
i.e.,

π(x|θ) =
{

θx(1−θ)1−x, x∈ χ = {0,1},
0, sinon.

(7.10)

On peut estimerθ en utilisant l’estimateur du maximum de vraisemblanceX, qui est le
meilleur estimateur sans biais pourθ, et le risque quadratique deX estθ(1−θ).
On va construire l’estimateur bayesienΘ̂ = Θ̂(X). De (1.5), (9) (10) on a

q(θ|x) =
π(x|θ)π(θ)∫

Ω π(x|θ)π(θ)dθ
=

{
θx(1−θ)1−x

∫ 1
0 θx(1−θ)1−xdθ

, si, x∈ χ,

0 , sinon,
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=





2(1−θ), si x = 0, θ ∈Ω,
2θ, si x = 1, θ ∈Ω,
0, sinon.

Supposons queX = 0. Alors

Θ̂(0) =
∫ 1

0
θq(θ|0)dθ = 2

∫ 1

0
θ(1−θ)dθ =

1
3
.

Dans le casX = 1 on a

Θ̂(1) =
∫ 1

0
θq(θ|1)dθ = 2

∫ 1

0
θ2dθ =

2
3
.

Le risque quadratique de l’estimateur bayesienΘ̂ = Θ̂(X) est

E{(Θ̂−Θ)2|Θ = θ}= E{(Θ̂−θ)2}= (
1
3
−θ)2P{X = 0}+(

2
3
−θ)2P{X = 1}

= (
1
3
−θ)2(1−θ)+(

2
3
−θ)2θ =

1
3
(θ2−θ+

1
3
).

Il peut être comparé avec le risque quadratiqueθ(1− θ) de l’estimateur de maximum de
vraisemblanceX deθ. ¤

Exemple 2.Soit (X,Θ)T le modèle bayesien où

Θ∼ N(µ,τ2),

et la répartition conditionnelle deX sachantΘ = θ est normaleN(θ,σ2),µ,τ2,σ2 sont
connus. Dans l’exemple 1.1 on a été montré que la répartition marginaleq(x) de X est
normaleN(µ,σ2 + τ2), i.e.,

q(x) =
1√

2π
√

σ2 + τ2
exp

{
− 1

2(σ2 + τ2)
(x−µ)2

}
=

1√
σ2 + τ2

ϕ
(

x−µ√
σ2 + τ2

)

et la densité de(X,Θ)T est

p(x,θ) = π(x|θ)π(θ) =
1
σ

ϕ
(

x−θ
σ

)
1
τ

ϕ
(

θ−µ
τ

)
, (7.11)

d’où la densité à posterioriq(θ|x) peut être trouvé :

q(θ|x) =
p(x,θ)
q(x)

=
1
σϕ

(
x−θ

σ
) 1

τ ϕ
(

θ−µ
τ

)

1√
σ2+τ2 ϕ

(
x−µ√
σ2+τ2

)

=

√
σ2 + τ2

στ
ϕ

{√
σ2 + τ2

στ

[
θ−σ2ρ2

( x
σ2 +

µ
τ2

)]}
,

=
1

ρσ
ϕ

(
1

ρσ

[
θ−σ2ρ2

( x
σ2 +

µ
τ2

)]}
, (7.12)
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où ρ2 = τ2

σ2+τ2 . i.e. la répartition à posteriori est normale de paramètres

σ2ρ2
( x

σ2 +
µ
τ2

)
et ρ2σ2 :

P{Θ≤ θ|X = x}= Φ
{

1
ρσ

[
θ−σ2ρ2

( x
σ2 +

µ
τ2

)]}
,

d’où l’estimateur bayesien est obtenu :

Θ̂ = E{Θ|X}=
∫ ∞

−∞
θq(θ|X)dθ = σ2ρ2

(
X
σ2 +

µ
τ2

)
.

La statistiqueX est l’estimateur de maximum de vraisemblance deθ et est le meilleur
estimateur sans biais. Notons que siσ2 est fixé etτ2→ ∞, alorsρ2→ 1, d’où

Θ̂(x)→ x.

Ca signifie que quandτ est grand alors

Θ̂(X)≈ X,

et le gain d’utilisation de l’estimateur bayesien est petit. De même, siτ2 est fixé etσ2→ 0.
D’autre part siτ2 → 1 et σ2 → 0, alorsρ2 → 1 et Θ̂(x) → µ, i.e. Θ̂ ≈ µ. Donc τ2 et σ2

représentent les poids relatives donnés àX, et à la moyenne à prioriµ. ¤
Remarque 3.Soit T = T(X) la statistique exhaustive pourθ dans le modèle bayesien

(X,Θ)T de paramètreΘ,Θ ∈Ω. Alors, pour toute répartition à prioriπ(θ) on a

q(θ|x) = q∗(θ|t(x)),
où q(θ|x) est la densité à posteriori deΘ sachantX et q∗(θ|t(x)) est la densité à posteriori
deΘ sachantT. En effet, d’après la régle bayesienne on a

q(θ|x) =
π(x|θ)π(θ)

q(x)
.

PuisqueT est la statistique exaustive pourθ on a

p(x,θ) = π(x|θ)π(θ) = π∗(T(x)|θ)π(θ)w(x)

oùw(x) est une fonction nonnégative. Donc

π(x|θ) = π∗(T(x)|θ)w(x).

Il s’ensuit immédiatement que

q(θ|x) = q∗(θ|t(x)).
Notons que dans l’approche bayesienne la notion de l’exhaustivité joue le même rôle comme
dans la statistique classique. De plus, la statistiqueT = T(X) est exhaustive si la répartition
à posteriori deΘ, sachantT, est la même que la répartition à posteriori deΘ, sachantX.
Donc,

Θ̂ = Θ̂(T) =
∫

θπ∗(T|θ)w(X)π(θ)dθ∫
π∗(T|θ)w(X)π(θ)dθ

=
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∫
θπ∗(T|θ)π(θ)dθ∫
π∗(T|θ)π(θ)dθ

=
∫

θπ∗(T|θ)π(θ)dθ
q∗(T)

.¤

Exemple 3.Supposons que sachantΘ = θ les composantesX1,X2, · · · ,Xn du vecteur
observéX = (X1,X2, · · · ,Xn)T sont des variables indépendantes BernoulliB(1,θ), X1 prend
la valeur 1 avec la probabilitéθ et la valeur 0 avec la probabilité1−θ,θ ∈ Ω = [0,1], i.e.,
pour touti = 1,2, · · · ,n on a

P{Xi = x|Θ = θ) = θx(1−θ)1−x, x∈ χ = {0,1}.

Alors Tn = X1 +X2 + · · ·+Xn est la statistique exhaustive et

P{Tn = k|Θ = θ}=
(

n
k

)
θk(1−θ)n−k,k = 0,1, · · · ,n. (7.13)

L’estimateur de maximum de vraisemblanceθ̂ deθ est le meilleur estimateur deθ,

θ̂ = Xn =
1
n

Tn (7.14)

E{Xn|Θ = θ}= θetVar {Xn|Θ = θ}=
θ(1−θ)

n
. (7.15)

Construisons l’estimateur bayesienΘ̂. La densité de la répartition conditionnelle de la v.a.
Xi sachant queΘ = θ est donné par la formule

π(x|θ) = θx(1−θ)1−x,x∈ χ = {0,1}.

Supposons quex1,x2, · · · ,xn sont les valeurs observées des variables aléatoiresX1,X2, · · · ,Xn.
Dans ce cas la densité de la répartition à posteriori du paramètreΘ sachant que

X1 = x1,X2 = x2, · · · ,Xn = xn

est

q(θ|x1, · · · ,xn) = q∗(θ|t) =
π(θ)θt(1−θ)n−t

∫ 1
0 π(θ)θt(1−θ)n−tdθ

= (7.16)

θt(1−θ)n−t

∫ 1
0 θt(1−θ)n−tdθ

,

où t = x1 +x2 + · · ·+xn est une réalisation de la statistique exhaustive

Tn = X1 +X2 + · · ·+Xn, (7.17)

et q∗(θ|t) est la densité de la répartition à posteriori deΘ sachantTn. De plus, supposons
queΘ suit la loi uniforme surΩ = [0,1], i.e., la densitéπ(θ) de la répartition à priori est

π(θ) =
{

1, si θ ∈Ω = [0,1],
0, sinon.

(7.18)

Puisque

P{Tn≤ t|Θ = θ}=
t

∑
k=0

(
n
k

)
θk(1−θ)n−k≡ I1−θ(n−t, t +1)≡ 1− Iθ(t +1,n−t) (7.19)
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et

θt(1−θ)n−t ≡ Γ(t +1)Γ(n− t +1)
Γ(n+2)

d
dθ

Iθ(t +1,n− t +1), (7.20)

on a ∫ 1

0
θt(1−θ)n−tdθ =

t!(n− t)!
(n+1)!

=
Γ(t +1)Γ(n− t +1)

Γ(n+2)
(7.21)

et donc

q∗(θ|t) =
θt(1−θ)n−t

∫ 1
0 θt(1−θ)n−tdθ

Γ(n+2)
Γ(t +1)Γ(n− t +1)

θt(1−θ)n−t =
1

B(t +1,n− t +1)
θt(1−θ)n−t . (7.22)

Pour toutt = 0,1, · · · ,n, la fonctionIθ(t + 1,n− t + 1), comme la fonction deθ dans l’in-
tervalle[0,1] est la fonction de répartition, voir §2.3, avec la densité

fβ(θ; t +1,n− t +1) =
1

B(t +1,n− t +1)
θt(1−θ)n−t ,θ ∈Ω = [0,1], (7.23)

de la loi beta, i.e., pour toutθ ∈Ω = [0,1] on a

P{Θ≤ θ|Tn = t}= Iθ(t +1,n− t +1). (7.24)

Soit Z une variable de la loi donnée par (23). Dans ce cas

EZk =
Γ(n+2)

Γ(t +1)Γ(n− t +1)
Γ(t +k+1)Γ(n− t +1)

Γ(n+k+2)
=

Γ(n+2)Γ(t +k+1)
Γ(n+k+2)Γ(t +1)

.

Cette formule et (24) impliquent

E{Θ|Tn = t}=
t +1
n+2

et E{Θ2|Tn = t}=
(t +1)(t +2)
(n+2)(n+3)

, (7.25)

i.e.,
Var {Θ|Tn = t}= E{Θ2|Tn = t}− (E{Θ|Tn = t})2

=
(t +1)(n− t +1)
(n+2)2(n+3)

=
1

n+3
t +1
n+2

(
1− t +1

n+2

)
. (7.26)

Utilisant (16), (22), (23) et (25) on a

Θ̂ = E{Θ|X1, · · · ,Xn}= E{Θ|Tn}=
Tn +1
n+2

. (7.27)

(27) et (14) impliquent que pour grandes valeurs den on a

Θ̂∼ θ̂n (7.28)

et (26) implique

Var {Θ̂|X1 = x1, · · · ,Xn = xn}= Var {Θ̂|Tn = t} ∼
t
n(1− t

n)
n

.¤ (7.29)
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Exemple 4.(continuation de l’Exemple 2). Supposons que la densité à prioriπ(θ) dans
l’exemple 2 suit la loi beta de paramètresa etb,a > 0,b > 0 :

π(θ) =
1

B(a,b)
θa−1(1−θ)b−1,θ ∈Ω = [0,1]. (7.30)

Il est évident que sia = b = 1 alors on a la densitéπ(θ) de la loi uniforme sur[0,1],
considérée en (18). La statistique

Tn = X1 +X2 + · · ·+Xn

est suffisante et la loi conditionnelle deTn, sachantΘ = θ, est donnée par (13). De (16) on
a que la densité à posterioriq(θ|t) sachantTn = t,

q(θ|t) =
θa+t−1(1−θ)b+n−1

∫ 1
0 θa+t−1(1−θ)b+n−t−1dθ

=
θa+t−1(1−θ)b+n−t−1

B(a+ t,b+n− t)
, (7.31)

i.e. c’est la densité beta de paramètresa+ t et b+ n− t, d’où l’estimateur bayesien̂Θ =
Θ̂(Tn) est

Θ̂ =
∫ 1

0
θq(θ|Tn)dθ =

1
B(a+Tn,b+n−Tn)

∫ 1

0
θa+Tn(1−θ)b+n−Tn−1dθ =

Tn +a
a+b+n

.

(7.32)
On peut voir que pour grands valeurs den on a

Θ̂∼ θ̂n (7.33)

pour touta etb,a > 0,b > 0. ¤

Exemple 5.Supposons que, sachantΘ, le vecteur aléatoireX = (X1, · · · ,Xn)T est un
échantillon de la loi exponentielle de la moyenne1/Θ, i.e. , la densité conditionnelleπ(x|θ)
deXi sachantΘ = θ est

π(x|θ) =
{

θe−θx, x > 0,
0, sinon,

(7.34)

E{Xi |Θ = θ}=
1
θ
, Var {Xi |Θ = θ}=

1
θ2 . (7.35)

Trouvons l’estimateur bayesien pour

P{Xi > t|Θ = θ}= e−θt . (7.36)

On suppose que la répartition à priori est gamma dep degrés de liberté et de paramètre
d’echelleλ (p et λ sont connus), i.e., la densitéπ(θ) deΘ,Θ ∈Ω = (0,+∞), est

π(θ) =

{
λp

Γ(p)θp−1e−λθ,θ > 0,

0, sinon.
(7.37)

On sait que

EΘ =
λ
p

etVar Θ =
λ
p2 . (7.38)
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Dans ce modèle la statistique
Tn = X1 + · · ·+Xn (7.39)

est exhaustive pourθ, et

P{Tn≤ t|Θ = θ}=
θn

Γ(n)

∫ t

0
xn−1e−θxdx, t ≥ 0, (7.40)

i.e. sachantΘ = θ la statistique exhaustiveTn suit la loi gamma den degrés de liberté et de
paramètreθ, i.e. la densité conditionnelleπ(t|θ) de la statistique exhaustiveTn sachantΘ
est

π(t|θ) =
θn

Γ(n)
tn−1e−θt , t > 0, θ ∈Ω = (0,∞), (7.41)

et
E{Tn|Θ = θ}=

n
θ

, Var {Tn|Θ = θ}=
n
θ2 . (7.42)

D’après (1.5) la densitéq(θ|t) de la loi à posteriori, i.e. la densité deΘ sachantTn = t, est

q(θ|t) =
π(t|θ)π(θ)∫ ∞

0 π(x|θ)π(θ)dθ
=

θn+p−1e−θ(t+λ)
∫ ∞

0 θn+p−1e−θ(t+λ)dθ
=

=
(t +λ)n+pθn+p−1e−θ(t+λ)

∫ ∞
0 un+p−1e−udu

=
(t +λ)n+p

Γ(n+ p)
θn+p−1e−θ(t+λ), (7.43)

i.e.,q(θ|t) est la densité de la loi gamma den+ p degrés de liberté et de paramètre d’échelle
t +λ. On peut trouver l’estimateur bayesienS(Tn) poure−θt . On a

S(Tn) = E{e−Θt |Tn}=
∫ ∞

0
e−θtq(θ|Tn)dθ =

=
∫ ∞

0
e−θt (λ+Tn)n+p

Γ(n+ p)
θn+q−1exp[−θ(Tn +λ)dθ =

=
(λ+Tn)n+p

(λ+ t +Tn)n+p

1
Γ(n+ p)

∫ ∞

0
un+p−1e−udu=

(
1+

t
λ+Tn

)−(n+p)

. (7.44)

On peut vérifier, voir par exemple Voinov & Nikulin (1993), que le meilleur estimateur sans
biais dee−θt est

U(Tn) =

{ (
1− t

Tn

)n−1
, si Tn > t,

0, sinon.¤
(7.45)

Exemple 6.Soit (X,Θ)T le modèle bayesien, oùΘ ∼ N(0,1), i.e. la densité à priori
π(θ) deΘ est la densité de la loi standard normale

π(θ) =
1√
2π

exp

(
−θ2

2

)
= ϕ(θ),θ ∈ R1. (7.46)

De plus, supposons que sachantΘ, X = (X1, · · · ,Xn)T est un échantillon de la loi normale
N(Θ,1). Dans ce cas, sachantΘ = θ, la statistique

Xn =
1
n

n

∑
i=1

Xi
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est suffisante pourθ, et puisque la loi conditionnelle deXn estN(θ, 1
n) i.e.

P{Xn≤ x|Θ = θ) =
√

n√
2π

∫ x

−∞
exp

{
−n

2
(u−θ)2

}
du= Φ[

√
n(x−θ)],

la densité conditionnelle deXn, sachantΘ = θ, est

π(x|θ) =
√

n√
2π

exp
{
−n

2
(x−θ)2

}
=
√

nϕ(
√

n(x−θ)), x∈ R1. (7.47)

Utilisant (46) et (47) on peut trouver la densitéq(x) de la loi marginale deXn :

q(x) =
∫ ∞

−∞
π(x|θ)π(θ)dθ =

∫ ∞

−∞

√
nϕ(

√
n(x−θ))π(θ)dθ =

=
√

n√
2π

∫ ∞

−∞
exp

{
−n

2
(x−θ)2

} 1√
2π

exp

(
−θ2

2

)
dθ

=
√

n
2π

∫ ∞

−∞
exp

{
−nx2

2
+nxθ− nθ2

2
− θ2

2

}
dθ

=
1√
2π

√
n

n+1
exp

{
− nx2

2(n+1)

}
=

√
n

n+1
ϕ

(√
n

n+1
x

)
, (7.48)

i.e., la loi marginale deXn est normaleN(0, n+1
n ) de paramètres 0 et(n+1)/n. De la formule

de Bayes on peut obtenir la densitéq(θ|x) de la loi à posteriori, sachantXn = x :

q(θ|x) =
π(x|θ)π(θ)

q(x)
=
√

nϕ(
√

n(x−θ))π(θ)√
n

n+1ϕ
(

x
√

n
n+1

)

=
√

n+1√
2π

exp

{
−nx2

2
+

nx2

2(n+1)
+nxθ− θ2

2
(n+1)

)

=
√

n+1√
2π

exp

{
−n+1

2

(
θ− nx

n+1

)2
}

=
√

n+1ϕ
[√

n+1

(
θ− nx

n+1

)]
, (7.49)

i.e. la loi à posteriori deΘ, sachantXn = x, est normaleN
(

nx
n+1, 1

n+1

)
,

P{Θ≤ θ|Xn = x}= Φ
[√

n+1

(
θ− nx

n+1

)]
,

d’où l’estimateur bayesien̂Θ deθ est

Θ̂ = E{Θ|Xn}=
∫ ∞

−∞
θq(θ|Xn)dθ = Xn

(
1− 1

n+1

)
.

Nous savons déjà que l’estimateur de maximum de vraisemblance, qui est le meilleur esti-
mateur sans biais pourθ, estθ̂n = Xn.

On peut vérifier que siΘ ∼ N(µ,τ2), où µ et τ2 sont connus,τ2 > 0, et sachantΘ = θ
on aXi ∼ N(θ,σ2), σ2 est connu,σ2 > 0. Alors

P{Θ≤ θ|Xn}= Φ

{√
nτ2 +σ2

στ

(
nτ2

nτ2 +σ2Xn +
σ2

nτ2 +σ2µ

)}
, (7.50)
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i.e.,

E{Θ|Xn}=
nτ2

nτ2 +σ2Xn +
σ2

nτ2 +σ2µ et Var {Θ|Xn}=
σ2τ2

nτ2 +σ2 .¤

Exemple 7.Soit (X,Θ)T le modèle bayesien de paramètreΘ,Θ ∈Ω = (0,∞). Sachant
Θ, soitX la variable aléatoire de Poisson de paramètreθ :

P{X = x|Θ = θ}=
θx

x!
e−θ,x = 0,1, · · · . (7.51)

Supposons que la densité à prioriπ(θ) est la densité de la loi gamma demdegrés de liberté
et de paramètre d’échelleα, i.e.

π(θ) =
αm

Γ(m)
θm−1e−αθ, (7.52)

α etm sont connus,α > 0 , m> 0. Dans ce cas, la densité marginaleq(x) deX est

q(x) =
∫ ∞

0
π(x|θ)π(θ)dθ =

∫ ∞

0

θx

x!
e−θ αm

Γ(m)
θm−1e−αθdθ

=
αm

x!Γ(m)

∫ ∞

0
θx+m−1e−θ(α+1)dθ =

αm

Γ(x+1)Γ(m)(α+1)x+m

∫ ∞

0
ux+m−1e−udu

=
Γ(x+m)αm

Γ(x+1)Γ(m)(α+1)x+m =
Γ(x+m)

Γ(x+1)Γ(m)

(
1

1+α

)m(
α

1+α

)x

, (7.53)

i.e. la loi marginale deX est la loi binomiale negative, donnée dans la section 0.3. L’esti-
mateur bayesien̂Θ = Θ̂(X) pourθ est

Θ̂ =
∫ ∞

0
θq(θ|X)dθ =

∫ ∞

0

θπ(x|θ)π(θ)
q(X)

dθ =
1

q(X)

∫ ∞

0
θ

θX

X!
e−θ αm

Γ(m)
θm−1e−αθdθ

=
αm

Γ(m)q(X)Γ(X +1)

∫ ∞

0
θX+me−θ(α+1)dθ

=
αmΓ(X +m+1)

Γ(m)q(X)Γ(X +1)(α+1)X+m+1 =
X +m
1+α

.¤ (7.54)

Remarque 4.Considérons le modèle bayesien(X,Θ)T de paramètreΘ, Θ ∈ Ω ∈ R1,
et soit q(θ|x) la densité de la loi à posteriori deΘ sachantX = x. Utilisant la densité à
posterioriq(θ|x) on peut construire(1−α) -intervalle de confiance(Θ(X),Θ(X)) pourΘ,
tel que

P{Θ≤Θ≤Θ|X = x}= 1−α, 0 < α < 0.5. (7.55)

En effet, soitβ et γ deux nombres positifs tels queβ + γ = α. DéfinissonsΘ = Θ(x,γ)
comme leγ-quantile supérieur de la loi à posteriori, i.e.,Θ est la racine de l’équation

P{Θ≤Θ|X = x}=
∫ Θ(x,γ)

−∞
q(θ|x)dθ = 1− γ. (7.56)

De même, on peut trouver leβ-quantile inférieurΘ = Θ(x,β) de la loi à posteriori comme
la racine de l’équation

P{Θ≤Θ|X = x}=
∫ Θ(x,β)

−∞
q(θ|x)dθ = β. (7.57)
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Dans ce cas on obtient l’estimateur par intervalle(Θ(X),Θ(X)) pour Θ de coefficient de
confianceP = 1−α :

P{Θ≤Θ≤Θ|X = x}=
∫ Θ

Θ
q(θ|x)dθ = 1− γ−β = 1−α = P. (7.58)

Il existe une autre approche qui permet de construire “le plus court" intervalle de confiance
pourΘ . SachantX = x soit I(x,c) un esemble dansΩ tel que

I(x,c) = {θ : q(θ|x) > c}, (7.59)

oùc est la constante positive, et soit

P(x.c) =
∫

I(x,c)
q(θ|x)dθ = P{Θ ∈ I(x,c)|X = x}

= P{q(Θ|X) > c|X = x}= 1−P{q(Θ|X)≤ c|X = x}. (7.60)

Choisissonsc = cα tel que le coefficient de confianceP = 1−α, i.e., tel que

P(x,c) = P = 1−α. (7.61)

Dans ce casI(X,cα) est un estimateur par intervalle deΘ de coefficient de confianceP= 1−
α, on le tire de (58) et (60). Montrons queI(X,cα) est le plus court intervalle de confiance
pourΘ entre tous les intervalles avec le même coefficient de confianceP. En effet, soitJ(X)
un autre intervalle de confiance pourΘ,J(X)⊆Ω, tel que

P{Θ ∈ J(X)|X = x}= P = 1−α. (7.62)

Notons que
I = (I ∩J)

⋃
[I\(I ∩J)] = (I ∩J)∪∆I (7.63)

et
J = (I ∩J)

⋃
[J\(I ∩J)] = (I ∩J)∪∆J. (7.64)

De (58) et (60) et de la définition de∆I et ∆J on a
∫

∆J

q(θ|x)dθ =
∫

∆I

q(θ|x)dθ. (7.65)

D’un autre côté on a

cαmes∆ j ≥
∫

∆J

q(θ|x)dθ =
∫

∆I

q(θ|x)dθ≥ cαmes∆I , (7.66)

d’où
mes∆ j ≥mes∆I , (7.67)

où
mes∆ j =

∫

∆J

dθ.¤

Exemple 8.Soit (X,Θ)T le modèle bayesien de paramètreΘ,Θ ∼ N(0,1). SachantΘ,
les élémentsX1,X2, · · · ,Xn d’échantillonX sont les variables normalesN(Θ,1) indépen-
dantes. La loi à posteriori deΘ est normale de paramètres

E{Θ|Xn}= Xn

(
1− 1

n+1

)
et Var {Θ|Xn}=

1
n+1

, (7.68)
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où Xn = (X1 +X2 + · · ·+Xn)/n. De la symétrie de la densité de la loi normale on tire que
le plus court(1−α)-intervalle de confiance pourΘ est

(
Xn

(
1− 1

n+1

)
− xα/2√

n+1
;Xn

(
1− 1

n+1

)
+

xα/2√
n+1

)
(7.69)

On peut remarquer que cet intervalle bayesien est plus court que(1− α)-intervalle de
confiance classique (

Xn−
xα/2√

n
;Xn +

xα/2√
n

)

7.3 Approche bayesienne empirique

L’approche bayesienne empirique permet de faire des conclusions sur le paramètre non
observéΘ dans le modèle bayesien(X,Θ)T même si sa loi à prioriπ(θ) est inconnue. Soit
π(x|θ) la densité de la répartition conditionnelle deX sachantΘ. On suppose queπ(x|θ) est
connu. L’estimateur bayesien pourΘ est

Θ̂ = E{Θ|X}=
∫

Ω
θq(θ|X)dθ =

1
q(X)

∫

Ω
θπ(X|θ)π(θ)dθ, (7.1)

oùq(θ|x) est la densité à posteriori deΘ sachantX, et

q(x) =
∫

Ω
π(x|θ)π(θ)dθ (7.2)

est la densité de la loi marginale deX. Si la densité à prioriπ(θ) est inconnue, il est im-
possible de calculer les valeurs deθ̂ et q(x). Mais si la taillen de X = (X1,X2, · · · ,Xn)T

est suffisament grande, il est possible de construire un estimateur consistantq̂(X) deq(x).
S.N. Bernstein (1941) a proposé d’estimerΘ en remplacantq(x) parq̂(X) dans (2), et cher-
chant la solution̂π(θ) de cette équation intégrale. Après on peut estimerΘ, en utilisant
π̂(θ) et q̂(X) au lieu deπ(θ) et q(x) dans (1). Cependant la méthode de Bernstein est dif-
ficile, puisque trouver la solution d’équation (2) est le problème difficile de la théorie des
équations intégrales. Nous allons donner un exemple (Nikulin, 1978), où est démontré que
la répartition à posteriori de la variable aléatoireXn,Xn ∼ B(n,Θ) sachantΘ, peut être ap-
proximée par la loi beta, si le paramètren de la loi binomiale tend vers l’infini et la densité
à priori Θ est continue. Ici nous allons suivre l’article de Nikulin (1992).

7.4 Exemple

7.4.1 La loi beta et ses propriétés

Soit β la variable aléatoire suivant la loi beta de paramètresa etb. La densité deβ est

p(y|a,b) =
Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)

ya−1(1−y)b−1, 0 < y < 1,a > 0,b > 0, (7.1)
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la fonction de répartition deβ est

P{β≤ y}= Iy(a,b), (7.2)

où Iy(a,b) vérifie l’identité

Iy(a,b)+ I1−y(b,a)≡ 1,0≤ y≤ 1, 0,b > 0, (7.3)

On suppose que
Iy(a,0)≡ 1− I1−y(0,a)≡ 0,0≤ y≤ 1,a > 0. (7.4)

Sous cette hypothèse pour toutx = 0,1,2, · · · ,n (n est un entier positif) on a une identité

x

∑
k=0

(
n
k

)
θk(1−θ)n−k ≡ I1−θ(n−x,x+1)≡ 1− Iθ(x+1,n−x). (7.5)

par rapport àθ,θ ∈ [0,1]. Notons que

Eβ =
a

a+b
et Var β =

ab
(a+b)2(a+b+1)

≤ 1
4(a+b+1)

(7.6)

et donc de l’inégalité de Chebyshev’s on obtient que

P
{
|β− a

a+b
| ≥ ε

}
≤ (a+b+1)−1/2,ε = 1/2(a+b+1)−1/4. (7.7)

7.5 Résultats principaux.

Soit{(Xn,Θ)} une suite des vecteurs aléatoires oùΘ est la variable aléatoire,Θ ∈ [0,1],
dont la densitép(θ) est continue sur[0,1]. On suppose que la loi conditionelle deXn sachant
Θ = θ est binomialeB(n,θ) :

P{Xn = x|Θ = θ}=
(

n
x

)
θx(1−θ)n−x;x = 0,1, · · · ,n. (7.8)

Soit u(θ) une fonction bornée sur[0,1], |u(θ)| ≤U , oùU est une constante. On considère
une fonctionEn(u|x, p) qui représente l’espérance conditionnelle de la statistiqueu(Θ) sa-
chantXn = x. D’après la formule de Bayes cette fonctionnelle peut être représentée comme
le rapport

En(u|x, p) = E{u(Θ)|Xn = x}=
Jn(x;u, p)
Jn(x;1, p)

, (7.9)

où, comme il s’ensuit de (1) et (8),

Jn(x;u, p) =
∫ 1

0
u(θ)p(θ|x+1,n−x+1)p(θ)dθ. (7.10)

Lemme. Soitu(θ) et v(θ) deux fonctions continues sur[0,1]. Alors lorsquen→ ∞

Rn(x;u, p) = Jn(x;u,v)−v

(
x+1
n+2

)∫ 1

0
u(θ)p(θ|x+1,n−x+1)dθ→ 0 (7.11)
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uniformément par rapport àx = 0,1,2, · · · ,n.
Démonstration.On considére un ensemble

Aε =
{

θ : |θ− x+1
n+2

|< ε,0≤ θ≤ 1

}
,

où d’après (7)
2ε = (n+3)−1/4.

Dans ce cas en utilisant (10) on obtient

Rn = Rn(x;u,v) =
∫ 1

0

[
v(θ)−v

(
x+1
n+2

)]
u(θ)p(θ|x+1,n−x+1)dθ =

∫

Aε
+

∫

Aε
.

D’où d’après la définition de la variable alétoireβ (sous conditionsa= x+1etb= n−x+1)
on a

|Rn|
U

≤ sup
θ∈Aε

|v(θ)−v

(
x+1
n+2

)
|+2

[
max

0≤θ≤1
v(θ)

]
P

{
|β− x+1

n+2
| ≥ ε

}
,

où U = max0≤θ≤1u(θ). Le premier terme tend vers zéro uniformément par rapport àx,
puisquev est une fonction continue sur[0,1]. Le second terme tend vers zéro uniformément
enx d’après (7), d’où (12) est démontré.¤

Considérons un ensemble

V = {v = v(θ) : v∈C[0,1],v(θ)≥ 0}

de toutes fonctions non négatives continues sur[0,1], telles que pour toutv∈V on a

{θ : v(θ) = 0} ⊆ {θ : p(θ) = 0},

d’où il s’ensuit que la densité à priorip(θ) appartient àV.
Corollaire 1. Si v∈V, alors avec la probabilité 1

En(u|Xn,v)−
∫ 1

0
u(θ)p(θ|Xn +1,n−Xn +1)dθ→ 0 (7.12)

lorsquen =⇒ ∞.
Démonstration.D’après (9), (10) et le lemme sachantXn = x on a

E(u|x,v) =
v
(

x+1
n+2

)∫ 1
0 u(θ)p(θ|x+1,n−x+1)dθ+Rn(x;u,v)

v
(

x+1
n+2

)
+Rn(x;1,v)

,

où le resteRn dans le numérateur et dans le dénominateur tend vers zéro uniformément par
rapport àx = 0,1,2, · · · ,n, lorsquen−→ ∞ (bien sûr, la vitesse de convergence dépend du
choix de la fonctionv). Pour la statistique(Xn + 1)/(n+ 2) la loi de grands nombres est
vérifiée et puisque la fonctionv(θ) est continue on a

P
{

v

(
Xn +1
n+2

)
−→ v(θ), n−→ ∞|Θ = θ

}
= 1. (7.13)

De plus, puisquev∈V on a

P{v(Θ) > 0}= 1−P{v(Θ) = 0} ≥ 1−P{p(Θ) = 0}= 1. (7.14)
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D’où, sachantΘ la probabilité conditionnelle de la relation limite (12) égale à 1, et par
conséquent la probabilité non conditionnelle est aussi égale à 1.

Corollaire 2. Siv∈V, alors avec la probabilité 1 on a lorsquen−→ ∞

P{Θ≤ θ|Xn = x}−
n+1

∑
k=x+1

(
n+1

k

)
θk(1−θ)n−k+1−→ 0, (7.15)

ou, qui est équivalent,

P{Θ≤ θ|Xn = x}−P{Xn+1≥ x+1|Θ = θ} −→ 0, (7.16)

et

E{Θk|Xn = x}. x!(n+k+1)!
(x+k)!(n+1)!

−→ 1 (7.17)

uniformément par rapport àθ,0≤ θ≤ 1 ; (k est un entier positif).
Pour démontrer (15) on peut remarquer que (15) suit immédiatement de (12), si on pose

u(t)≡
{

1, t ≤ θ,
0, t > θ.

La formule (17) peut être obtenue de (12) avecu(t) = tk. ¤
Particuliérement de (17) il s’ensuit que pour toutes les grandes valeurs den l’estimateur

bayesien
Θ̂ = E{Θ|Xn = x},

qui est le meilleur estimateur ponctuel (dans le sens de minimum du risque quadratique)
pour la valeur inconnue du paramètreΘ, vérifie les relations

Θ̂ = E{Θ|Xn = x} ≈ x+1
n+2

and Θ̂2 = E{Θ2|Xn = x} ≈ (x+2)(x+1)
(n+3)(n+2)

,

d’où
ˆ(Θ2)− (Θ̂)2≈ (x+1)(n−x+1)

(n+2)2(n+3)
=

1
(n+3)

(
1− x+1

n+2

)
x+1
n+2

,

i.e., pour les grandes valeurs den on a

E{Θ̂|Xn = x} ≈ x+1
n+2

≈ x
n
,

Var {Θ̂|Xn = x} ≈ x+1
(n+2)(n+3)

(
1− x+1

n+2

)
≈

x
n

(
x
n

)

n
.

7.6 Aproximations

Le Corollaire 2 donne la possibilité de construire une approximation normale et de
Poisson pour la loi à posteriori deΘ.
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Approximation normale. Si 0 < θ0 ≤ θ≤ θ1 < 1 et v∈V, alors avec la probabilité 1
on a lorsquen =⇒ ∞

P{Θ > θ|Xn = x}−Φ

[
x− (n+1)θ+0.5√

(n+1)θ(1−θ)

]
−→ 0. (7.18)

Ce résultat ne différe que par des détails non significatifs du théorème de S. Berstein (1946),
connu comme le théorème “inverse de Laplace".¤

Approximation de Poisson.Si x≤ x0 (x0 est une constante positive) etv ∈ V, alors
avec la probabilité 1 on a, lorsquen−→ ∞,

P{Θ > θ|Xn = x}−
x

∑
k=1

[λ(x,n,θ)]k

k!
e−λ(x,n,θ) −→ 0 (7.19)

uniformément par rapport àθ,θ ∈ [0,1], où

λ(x,n,θ) = (2n−x+2)θ/(2−θ).¤

Remarque 1.Supposons que la densité à priorip(θ) est positive sur[0,1]. Dans ce cas,
dans les Corollaires (18) et (19) on peut omettre des mots “avec la probabilité 1" et après
les relations (12)-(19) ajouter “uniformément par rapport àXn = x = 0,1,2, · · · ,n",

Remarque 2.Les relations (15) - (17) dans certains sens approuvent le choix de M. De
Groot de la famille des lois beta comme la familleconjuguée des répartitions à prioripour
des échantillons de la loi Bernoulli.¤

Remarque 3.(Nikulin (1978)). ConsidéronsV = {v = v(θ) : v∈ Lr [0,1]} tel que six0

est un point de Lebesgue dev∈V, alors

∣∣∣∣
1
2h

∫ x0+h

x0−h
|v(x)−v(x0)|rdx

∣∣∣∣
1/r

= o

(
1

[lnln1
h]1/2r

)
.

Dans ce cas avec la probabilité 1 les relations (15) - (17) sont vérifiées pour toute densité à
priori deV, lorsquen−→ ∞. ¤.

Plus de détails à ce problème on peut trouver dans Nikulin (1992), (1978), Voinov and
Nikulin (1996), et C. Robert (1992).
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Chapitre 8

EXERCICES.

1. SoitX =(X1, . . . ,Xn)T un vecteur aléatoire, dont la densité estf(x)= f(x1,x2, . . . ,xn),x ∈ Rn.
Notons

A = {x ∈ Rn : x1≤ x2≤ . . .≤ xn}.
Montrer que la densité

f∗X(1),...,X(n)
(x1,x2, . . . ,xn) = f∗(x1,x2, . . . ,xn)

du vecteur des statistiques d’ordre

X(n) = (X(1),X(2), . . . ,X(n))
T

est donnée par la formule

f∗(x1,x2, . . . ,xn) =

{
∑

(r1,...,rn)∈σn

f(xr1,xr2, . . . ,xrn), si x ∈ A,

0, sinon,

où σn est l’ensemble de toutes les permutations de(1,2, . . . ,n).
2. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon tel que

P{Xi ≤ x}= F(x) et f (x) = F ′(x)

est la densité deXi , i = 1, . . .,n. Montrer que dans ce cas la densité der premières statistiques

d’ordreX(r)
n = (X(1),X(2), . . . ,X(r))T, (1≤ r ≤ n) est donnée par la formule suivante

f∗X(1),...,X(r)
(x1,x2, . . . ,xr) =

n!
(n− r)!

[1−F(x)]n−r f (x1) · . . . · f (xr)

pour toutx ∈ A. Il est évident que sir = n, dans ce casX(n)
n = X(n).

3. Trouver la densité de

X(r)
n = (X(1),X(2), . . . ,X(r))

T,1≤ r ≤ n,

quand
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f (x;θ) = θe−θx,x≥ 0,θ > 0.

4. (suite) On suppose que la durée de la vie de certains produits suit une loi exponentielle
de paramètreθ,θ > 0. On considère un échantillonX= (X1, ..,Xn)T de cette distribution et
on arrête l’expérience dès qu’on a obtenu lar-me (1≤ r ≤ n) défaillance. Le résultat de
l’expérience est donc une réalisation du vecteur

X(r)
n = (X(1),X(2), . . . ,X(r))

T.

a) Trouver la statistique exhaustive minimale associée à ce problème et sa fonction de ré-
partition.
b) Estimer le paramètreθ par la méthode du maximum de vraisemblence,
c) Trouver le biais de cet estimateur. Construire le meilleur estimateur sans biais pourEθXi

sachant queEθXi = 1/θ .
d) Trouver l’estimateur de maximum de vraisemblance et le meilleur estimateur sans biais
S∗(t) pour la fonction de survie

S(t;θ) = 1−F(t;θ) = exp{−θt}, t > 0.

5. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon. Notons

Wn = X(n)−X(1).

Cette statistique est appelléel’étendue de l’échantillon. On suppose queXi suive une loi
continue, dont la densitéf ne dépend que des paramètres detranslationµ etd’échelleσ,

Xi ∼ 1
σ

f ( x−µ
σ ) , | µ |< ∞,σ > 0.

a) Montrer qu’il existe une constantecn telle que

EWn = cnσ.

b) Construire un estimateur sans biais pourσ.
c) Trouvercn quandXi est uniforme sur[µ,µ+σ].

6. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon etf (x) la densité deXi . On désigneRi le numéro
deXi dans la suite des statistiques d’ordre

X(1) ≤ X(2) ≤ . . .≤ X(n).

On dit queRi est lerangdeXi .
Montrer que la distribution conditionelle de la statistique des rangsR = (R1, . . . ,Rn)T, à
condition que

X(n) = x, x = (x1, . . . ,xn)T ∈ A,

est donnée par la formule :

P{R1 = r1, . . . ,Rn = rn | X(1) = x1, . . . ,X(n) = xn) =
f(xr1, . . . ,xrn)
f∗(x1, . . . ,xn)

pour toutr = (r1, . . . , rn)T ∈ σn.
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7. SoientX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon etf (x) la densité deXi .
Montrer que dans ce cas les statistiquesR etX(n) sont indépendantes et que

P{R = r}= P{R1 = r1, . . . ,Rn = rn}=
1
n!

, r = (r1, . . . , rn) ∈ σn,

P{Ri1 = r i1, . . . ,Rim = r im}=
(n−m)!

n!
,(i1, . . . , im)⊆ {1,2, . . . ,n},

ERi =
n+1

2
, VarRi =

n2−1
12

, Cov(Ri ,Rj) =−n+1
12

.

8. SoientX = (X1, ...,Xn)T etY = (Y1, ...,Yn)T deux échantillons peut être dépendants.
On range(Xi ,Yi) de façon que lesXi forment une suite nondécroissante. On remplace lesXi

et lesYi par leur rangs. On a les statistiques de rangs :

R(1) = (R11,R12, ...,R1n)T etR(2) = (R21,R22, ...,R2n)T.

Le coefficient de correlation linéaire empirique entre les vecteursR(1) etR(2) :

rs =

n
∑

i=1
(R1i− R̄1)(R2i− R̄2)

√
n
∑

i=1
(R1i− R̄1)2

n
∑

i=1
(R2i− R̄2)2

est appeléle coefficient de correlation de Spearman.
Montrer que

a) rs = 1− 6
n(n2−1)

n
∑

i=1
(R1i−R2i)2 ;

b) rs = 1, si R1i = R2i et rs =−1, si R2i = n+1−R1i ;

c) Ers = 0, Var rs = 1
n−1, si Xi etYi sont indépendantes.

9. SoientX= (X1, . . . ,Xn)T etY= (Y1, . . . ,Ym)T deux échantillons indépendants,

P{Xi ≤ x}= F(x), P{Yj ≤ y}= G(y).

NotonsX(n) et Y(m) les statistiques d’ordre correspondant à ces deux échantillons. Notons
Z(N) le vecteur des statistiques d’ordre,N = n+m, correspondant à la statistique

Z = (X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Ym)T.

SoitRi le rang deXi dansZ(N). On dit que

W =
n

∑
i=1

Ri

est lastatistique de Wilcoxon.Montrer que sous l’hypothèseH0 : F(x) = G(x)

EW =
n(N+1)

2
et VarW =

nm(N+1)
12

.

10. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ 1
σ

f ( x−µ
σ ) , | µ |< ∞,σ > 0,

377



où
f (x) = exp(−x)1[0,∞[(x).

a) Estimer les paramètresµ et σ en utilisant la méthode des moments ;
b) estimer les paramètresµ et σ en utilisant la méthode de maximum de vraisemblance.

11. Supposons que, pour trouver une constanteµ, on ait faitn mesures indépendantes.
Supposons de plus que les resultats de l’expérience sont libres d’erreur systématique et
que les erreurs de mesure suivent une loi normaleN(0,σ2). Pour estimer la varianceσ2 de
l’erreur de mesure on a proposé deux formules :

σ̂2
1 =

1
n−1

n

∑
i=1

(xi− x̄)2, σ̂2
2 =

1
2(n−1)

n−1

∑
i=1

(xi+1−xi)2.

Peut-on dire quêσ2
1 et σ̂2

2 sont des valeurs de deux estimateurs sans biais pour la variance ?
Quel est le meilleur de ces deux estimateurs ?

12.SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,

H0 : Xi ∼ fr(x,θ) =
1

θrΓ(r)
xr−1e−x/θ1]0,+∞[(x),

i.e.Xi suit une loi gamma avec deux paramètresr et θ, qui sont inconnus,r ∈ N et θ ∈Θ =
]0,∞[.
a) Trouver par la méthode des moments les estimateursr∗n et θ∗n pourr et θ.
b) Peut-on dire que les suites{r∗n} et{θ∗n} sont consistantes ?
c) Supposons quen = 10et on a reçu :

X1 = 0.117,X2 = 0.438,X3 = 0.054,X4 = 0.732,X5 = 0.601,

X6 = 0.443,X7 = 0.016,X8 = 0.129,X9 = 0.871,X10 = 0.104.

Calculer les réalisations des statistiquesr∗10 et θ∗10.
13. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon de taillen,

H0 : Xi ∼ f (x;θ) =
θ
x

x

!
e−θ,x∈ X = {0,1, . . .},θ ∈Θ =]0,∞[,

i.e.Xi suit la loi de Poisson de paramètreθ. Notons

T = X1 + . . .+Xn

la statistique exhaustive pourθ.
a) Montrer que les statistiques

θI =
1
2n

χ2
1−γ1

(2T) et θS =
1
2n

χ2
γ2

(2T +2)

sontγ1-limite inférieure de confiance etγ2-limite supérieure de confiance pourθ, oùχ2
α(n)

désigneα-quantile de la distribution du chi-deux den degrés de liberté.
b) Trouverγ-intervalle de confiance pour :

θ = EθX, b(θ) = EθX2, c(θ) =
ln(1+θ)

1+θ
.
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c) Le nombre de coups de téléphone venusaucommutateur pendant une unité de temps est
une réalisation d’une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametreθ. On a reçu
X = 3 coups de télephone. Construire 0.95-intervalle de confiance pourθ et 0.95-limites de
confiance pour la probabilité

p0(θ) = Pθ{X = 0}.
14. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,

H0 : Xi ∼ f (x;θ) =
1
θ

exp{−x
θ
}1(x>0),

i.e.Xi suit la loi exponentielle de parametre d’échelleθ,θ > 0.
a) Construireγ-limites de confiance pourθ.
b) Supposons quen = 5 et que

X1 = 0.71,X2 = 1.02,X3 = 0.28,X4 = 2.49,X5 = 0.62.

Construire 0.9-intervalle de confiance pourθ.

c) Soit X(r)
n = (X(1), . . . ,X(r))T un échantillon censuré, lié avecX (r représente le nombre

des défaillances observées de certains produits dans un expérience).
Trouver leγ-intervalle de confiance pourθ et pour la fonction de survie

S(x;θ) = Pθ{X ≥ x}.
d) Soit n = 20; le résultat d’expérience est donné par le vecteur

X(8)
20 = (X(1), . . . ,X(r))

T = (10,15,41,120,159,181,222,296)T.

Trouver les 0.95-limites inférieures pourθ etS(400;θ).
15. SoitX= (X1, . . . ,Xn)T un échantillon,

H0 : Xi ∼ f (x,θ) = θx(1−θ)1−x,x∈ X = {0,1},θ ∈Θ =]0,1[,

i.e.Xi suit la loi de Bernoulli de parametreθ.
a) Trouver lesγ-limites de confiance pourθ.
b) Soitn = 3 et T3 = X1 +X2 +X3 = 2, i.e. on a eu 2 "succès". Trouver les 0.95-limites de
confiance pourθ et 0.95-intervalle de confiance pourθ.

16. SoitX une variable aléatoire, dont la fonction de répartition

F(x;θ),θ ∈Θ =]0,1[,

est donnée par la formule :

F(x;θ) = 1−θx, si x > 0,

F(x;θ) = 0, sinon.

Supposons que dans l’expérience on a observéX = 1. Construire un intervalle de confiance
de niveauP pourθ dans deux cas :
a)X est continue ;
b)

X est discrète, P{X ≤ x}= F([x]).
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17. SoitX1 etX2 deux variables aléatoires indépendantes,

H0 : Xi ∼ e−(x−θ)1[θ,∞[(x),θ ∈Θ = R1.

Trouver le plus petitγ-intervalle de confiance pourθ.
18. Soit X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes,Xi suit la loi uniforme sur

]θ−1,θ+1[.
Trouver le plus court 0.81-intervalle de confiance pourθ.

19. Soit 20.76 et 20.98 deux mesures indépendantes d’un angle, qui ont la même préci-
sion, et soient

21.64,21.54,22.32,20.56,21.43et21.07

6 autres mesures indépendantes du même angle, faites avec une précision 4 fois plus petite.
On suppose que les erreurs aléatoires des mesures suivent une loi normale. Trouver les
0.95-limites de confiance pour la différence des erreurs systématiques des deux instruments
utilisés pour obtenir les mesures données.

20. Quelles sont les valeurs de la moyenne et de la variance de la loi empirique construite
d’après les valeurs successivement observées suivantes :

3.92,4.04,4.12,4.35,4.55?

Peut on, avec le niveau de significationα = 0.05, retenir l’hypothèseH0 selon laquelle
ces nombres sont les réalisations des variables aléatoiresX1, . . . ,Xn, qui forment un échan-
tillon ?

21. (suite de9.) Montrer que la répartition de la statistique de Wilcoxon ne dépend pas
des paramètres inconnus si l’hypothèseH0 : F(x) = G(x) est vraie.

Comment définir la région critique pour l’hypothèseH0 contre l’alternative bilatérale
H1 : F(x) 6= G(x) et unilatéraleH2 : F(x) > G(x) ?

22. SoitX= (X1, ...,Xn)T un échantillon,

Xi ∼ f (x;θ) = θe−θx1(]0,+∞[), θ > 0.

Trouver le test uniformément le plus puissant (UPP) pour l’hypothèse simpleH0 : θ =
θ0 contre l’alternative composéeH1 : θ < θ0. Le niveau de signification estα. Trouver la
fonction de puissance et faire son graphe.

23.Quelle est le plus petit nombre des mesures indépendantes suivant la même loi nor-
male avec l’espéranceµ et varianceσ2 = 1 qui verifie l’hypothèseµ= 0 contre l’alternative
µ = 1 avec les probabilités d’erreurs de première et seconde espèce inférieures ou égales à
0.01 ?

24.SoitX= (X1, ...,Xn)T un èchantillon,Xi ∼U(0,θ), θ > 0. Trouver
a) le test UPP pour l’hypothèseH0 : θ = θ0 contre l’alternativeH1 : θ > θ0 ;
b) le test UPP pour l’hypothèseH0 : θ = θ0 contre l’alternativeH2 : θ < θ0 ;
c) le test UPP pour l’hypothèseH0 : θ = θ0 contre l’alternativeH3 : θ 6= θ0.
25.Dans la suite des épreuves indépendantes de Bernoulli la probabilité de succes est égale
à p. Construire un critère pour vérifier l’hypothèsep= 0 contre l’alternativep= 0.01et dé-
terminer la valeur minimale de taille d’échantillon, pour laquelle les probabilitées d’erreurs
de première et de seconde espèces sont inférieures ou égales à 0.01.

26. Cinq variables aléatoires indépendantesX1,X2, . . . ,X5 qui suivent la même loi ont
pris les valeurs : 47,46,49,53,50. Vérifier l’hypothèseH0, avec le niveau de signification
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α = 0.1, queXi suit une loi de Poisson. Calculer, sous l’hypothèseH0, la loi conditionelle

deXi sachant
5
∑

i=1
Xi .

27. Après 8000 épreuves indépendantes les événementsA,B,C se sont realisés respec-
tivement 2014, 5012 et 974 fois.

Tester l’hypothèse

H : P(A) = 0.5−2a, P(B) = 0.5+a, P(C) = a,

(0 < a < 0.25; niveau du testα = 0.05).
28. Au cours de la première heure de travail le compteur a enregistré 150 impulsions

d’un processus poissonien, pendant les deux heures suivantes - 250 impulsions. Est-ce que
l’intensité d’arrivée des impulsions à une unité de temps est la même ? (Prendre le niveau
du test égal à 0.05.

29.Au cours du premier jour de travail on a enregistré 20026 impulsions d’un processus
de Poisson, tandis que le jour suivant on n’a enregistré que 19580 impulsions. Y a-t-il
des raisons d’affirmer que pendant le deuxième jour l’intensité d’arrivée des impulsions a
diminué ? (Prendre le seuilα = 0.05.)

30. Parmi 300 ’etudiants 97 ont obtenu d’excellentes notes à l’examen de fin d’études
et 48 à l’examen d’entrée à l’université. 18 parmi eux ont eu d’excellentes notes aux deux à
la fois. Vérifier l’hypothèse de l’indépendance des résultats des examens. Niveau de signi-
fication :α = 0.1.

31.Le premier groupe de 300 étudiants a obtenu les notes suivantes à l’examen :
“excellent” : 144,
“bon” : 80 ;
“médiocre” : 43 ;
“mauvais” : 33.
Les résultats pour le deuxième groupe sont 154,72,35,39. Peut-on affirmer avec le ni-

veau de significationα = 0.05 que les étudiants de ces groupes ont les mêmes connais-
sances ?

32. Soit {Xt}t≥0 un processus homogène de Poisson de paramètreλ, λ > 0. (X0 = 0).
Supposons que aux moments0 < t1 < t2 < ... < tn on observe les réalisationsXt1, ...,Xtn.

Montrer que

λ̂n(Xt1, ...,Xtn) =
1
tn

Xtn

est l’estimateur sans biais pourλ de variance minimale (MVUE).
33. SoitW(t), t ≥ 0, un processus de Wiener,

EW(t) = at, Var W(t) = σ2t

Cov(W(s),W(t)) = σ2min(s, t), s≥ 0, t ≥ 0,

|a|< ∞, σ > 0.

Supposons que nous observonsW(t1), ...,W(tn) (n réalisations deW(t) dans les points0 <
t1 < ... < tn). Notons

∆k = tk− tk−1, yk =
W(tk)−W(tk−1)

∆k
, t0 = W(0) = 0.
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Montrer que en statistique

ân =
1
tn

n

∑
k=1

∆kyk et σ̂n =
1

n−1

n

∑
k=1

δk(yk− ân)2

sont les estimateurs sans biais poura et σ2 de variances minimales (MVUE’s).
34. SoitW(t), t ≥ 0, un processus de Wiener

EW(t) = t, Var W(t) = σ2t.

Supposons que l’on observeW(t) sur un intervalle[0,ε], ε > 0.
Soit 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 < tn = ε, ti = i

n,

S2
n =

1
ε

n−1

∑
i=0

[W(ti+1)−W(ti)]2.

Montrer que

S2
n

P→ σ2, n→ ∞.
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Chapitre 9

SOLUTIONS.

1. SoitF(x) = F(x1, . . . ,xn) la fonction de répartition deX(n),x ∈ Rn. Dans ce cas pour tout

x ∈ A = {x ∈ Rn : x1≤ x2≤ . . .≤ xn}

on a
F(x1, . . . ,xn) = PX(1) ≤ x1, . . . ,X(n) ≤ xn}=

= ∑
(r1,...,rn)∈σn

P{Xr1 ≤ x1,Xr2 ≤ x2, . . . ,Xrn ≤ xn}=

= ∑
(r1,...,rn)∈σn

x1∫

−∞

. . .

xn∫

−∞

fXr1,...,Xrn
(u1,u2, . . . ,un)du1 . . .dun =

=
x1∫

−∞

. . .

xn∫

−∞
∑

(r1,...,rn)∈σn

fXr1,...,Xrn
(u1,u2, . . . ,un)du1 . . .dun,

d’où on tire que pour toutx ∈ A on a

f∗(x1,x2, . . . ,xn) = ∑
(r1,...,rn)∈σn

fXr1,...,Xrn
(x1,x2, . . . ,xn) =

= ∑
(r1,...,rn)∈σn

f(xr1,xr2, . . . ,xrn).

On remarque que s’il existeau moins deux numéros i etj pour lesquelsxi > x j , (i < j),
c’est à dire six 6∈ A ,dans ce cas

F(x1, . . . ,xn) = P{X(1) ≤ x1, . . . ,X(n) ≤ xn}= 0.

2. X = X est un échantillon, i.e.X1, . . . ,Xn sont indépendantes et suivent la même loi, dont
la densité estf (x). Dans ce cas, comme il suit du problème 1, pour toutx ∈ A la densité de

X(r)
n = (X(1),X(2), . . . ,X(r))

T

est donnée par la formule :
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f∗X(1),...,X(r)
(x1, . . . ,xr) =

∞∫

−∞

. . .

∞∫

∞

f∗X(1),...,X(n)
(x)dxr+1 . . .dxn.

Mais

f∗X(1),...,X(n)
(x) = 0, si x 6∈ A,

et donc

f∗X(1),...,X(r)
(x1, . . . ,xr) =

∞∫

xr

dxr+1

∞∫

xr+1

dxr+2 . . .

∞∫

xn−1

f∗X(1),...,X(n)
(x)dxn.

Parce queX est un échantillon, on en tire que pour toutx ∈ A :

f∗(x) = n! f (x1) f (x2) . . . f (xn),

et donc

f∗X(1),...,X(r)
(x1, . . . ,xr) =

= n! f (x1) f (x2) . . . f (xr)
∞∫

xr

f (xr+1)dxr+1 . . .

∞∫

xn−1

f (xn)dxn.

Notons que

∞∫

xn−1

f (xn)dxn = S(xn−1),

oùS(x) = 1−F(x), et donc

∞∫

xn−2

f (xn−1)S(xn−1)dxn−1 =−
∞∫

xn−2

S(xn−1)dS(xn−1) =
1
2

S2(xn−2).

En procédant de la même façon on en tire que

∞∫

xr

f (xr+1)
1

(n− r−1)!
Sn−r+1(xr+1)dxr+1 =

1
(n− r)!

Sn−r(xr),

et par consécence on trouve que

f∗X(1),...,X(r)
(x1, . . . ,xr) =

n!
(n− r)!

Sn−r(xr) f (x1) . . . f (xr).

3. En cas de la loi exponentielle on aXi ∼ f (x;θ),θ ∈Θ =]0,∞[, où pour toutθ ∈Θ

f (x;θ) = θexp{−θx},x≥ 0,

et
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S(x;θ) = 1−F(x;θ) = e−θx,x≥ 0,F(x;θ) = P{Xi ≤ x;θ} = Pθ{Xi ≤ x}, et donc avec la
probabilité 1

X(n) ∈ A = {x ∈ Rn : 0≤ x1≤ x2≤ . . .≤ xn},
d’où on trouve que la densité deX(r)

n est donnée par la formule :

f∗X(1),...,X(r)
(x1, . . . ,xr ;θ) =

n!
(n− r)!

θrexp{−θt},x ∈ A,

où

t =
r

∑
i=1

xi +(n− r)xr .

4. a)La statistique

T =
r

∑
i=1

X(i) +(n− r)X(r)

est exhaustive pourθ, parce que la fonction de vraisemblanceL(X(r)
n ;θ) de la statistique

X(r)
n peut être présentée comme un produit

L(X(r)
n ;θ) = g(T;θ)h(X(r)

n ) =
n!

(n− r)!
θrexp

{
θ

r

∑
i=1

X(i) +θ(n− r)X(r)

}
1{X(1)≥0},

et donc selon le critère de factorisation de Neyman-Fisher la statistiqueT est exhaustive. On
remarque que la fonction de vraisemblence de la statistiqueX(n) est donnée par la formule :

L(X(n);θ) = n! f (X(1);θ) f (X(2);θ) . . . f (X(n);θ).

Par la tradition on dit queT estla survie sommairede toutn produits observés dans l’expé-
rience.
b) Pour trouver l’estimateur du maximum de vraisemlenceθ̂n pourθ, il nous faut maximi-

serL(X(r)
n ;θ) par rapport àθ, ce qui est équivalent à la maximisation de lnL(X(r)

n ;θ) par
rapport àθ. Donc pour trouver l’estimateur du maximum de vraisemblanceθ̂n il nous faut
résoudre l’équation de maximum de vraisemblance

d
dθ

lnL(X(r)
n ;θ) = 0.

Parce que

lnL(X(r)
n ;θ) = ln

n!
(n− r)!

+ rlnθ−θT,

on trouve que

θ̂n =
r
T

.

On remarque quêθn ne dépend que de la statistique exhaustive T. Sachantθ̂n nous pouvons
construire tout de suite l’estimateur de maximum de vraisemblanceŜ(x) pourS(x;θ) pour
toutx fixé :
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Ŝ(x) = exp
{
−rx

T

}
.

Tout d’abord on remarque que dans ce problème on n’observe que la statistique

X(r)
n = (X(1), . . . ,X(r))

T,(1≤ r ≤ n)

et pasX ouX(n), et pour cette raison on dit que on a un échantillon censuré.
c). Pour apprendre des propriétés des estimateurs, basées sur la statistique exhaustiveT,

il nous faut savoir la distribution de T. On remarque que la statistiqueT peut être présentée
dans la forme suivante :

T = nX(1) +(n−1)(X(2)−X(1))+ . . .+(n− r−1)(X(r)−X(r−1)),

parce quen produits ont fonctionnés jusqu’à la première défaillance,(n−1) restants entre
la première et la seconde défaillances, etc.
Soit

Z = (Z1, . . . ,Zr)T = UX(r)
n ,

une statistique dont les coordonnéesZi sont déterminées par la transformation linéairez =
Ux,x ∈ A, avec la matriceU, dont les élémentsui j sont

uii = n− i +1, i = 1, . . . , r,

ui j =−(n− j +1), j = i−1;i = 2, . . . , r,

ui j = 0 dans tout les autres cas,
et donc

zi = (n− i +1)(xi−xi−1), i = 1, . . . , r;x0 = 0.

Dans ce cas

Zi = (n− i +1)(X(i)−X(i−1)), i = 1, . . . , r,X(0) = 0,

d’où on tire que dans les terms deZi la statistiqueT est donnée par la formule suivante

T = Z1 + . . .+Zr .

Tout d’abord nous allons montrer que les statistiquesZ1, . . . ,Zr sont indépendantes et suivent
la mème loi. Pour prouver cela il nous faut trouver la densitéfZ(z;θ) de la statistique

Z = UX(r)
n . Sachant que la densité deX(r)

n est

f∗X(1),...,X(r)
(x1, . . . ,xr ;θ) =

n!
(n− r)!

θrexp

{
−θ[

r

∑
i=1

xi +(n− r)xr ]

}
,

pour trouver la densitéfZ(z;θ), il nous faut calculer le Jacobian de la transformationU−1.
Parce que

detU = n!/(n− r)!,

on trouve que
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fZ(z;θ) = θrexp{−θ(z1 + . . .+zr)}= f (z1;θ) . . . f (zr ;θ),

d’où on voit bien que les statistiquesZ1, . . . ,Zr sont indépendantes et suivent la loi expo-
nentielle de paramètreθ. Mais dans ce cas la satistiqueT suit la loi gamma avecr degrés
de liberté, dont la densité est donnée par la formule :

fT(t;θ) =
θr

Γ(r)
tr−1eθt , t > 0.

En utilisant ce résultat on trouve que

Eθ̂n = Eθ
r
T

=
∞∫

0

r
t

fT(t;θ)dt =
θr

r−1
,

d’où on trouve que le meilleur estimateur sans biais pourθ est

θ∗ =
r−1

T
.

d). Pour trouver le meilleur estimateur sans biaisS∗(x) pourS(x;θ) nous pouvons ap-
pliquer l’approche de Rao-Blackwell-Kolmogorov, d’apres laquelle tout d’abord il nous
faut trouver n’importe quel estimateur sans biais, et apres calculer son espérance condi-
tionelle par rapport à la statistique exhaustiveT, qui est complète, parce que la famille
{ fT(t;θ),θ∈Θ} est complète. En qualité de l’estimateur primaire pourS(x;θ) il est raison-
nable de choisir la statistique

S̃(x) = 1{Z1>x},

parce que

EθS̃(x) = P{Z1 > x;θ}= e−θx = S(x;θ),

et donc le meilleur estimateur sans biais pourS(x;θ) est

S∗(x) = Eθ{S̃(x) | T}.
On remarque que cette espérance conditionellenedépend pas deθ, parce que la statistique
T est exhaustive. Pour trouver la densité conditionnelle deZ1 par rapport àT, il nous faut
savoir la densité de la statistique(Z1,T)T. On remarque que la densité de

(Z1,T−Z1)T = (Z1,Z2 +Z3 + . . .+Zr)T,

est donnée par la formule

fZ1,T−Z1(z,v;θ) = θe−θzθr−1vr−2

Γ(r−1)
e−θv,z≥ 0;v≥ 0,

sinonfZ1,T−Z1(z,v;θ) = 0, d’où on trouve, par le changement de variables

z= zet t = z+v,

la densitéfZ1,T(z, t;θ) de la statistique(Z1,T)T :
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fZ1,T(z, t;θ) = θe−θz θr−1

Γ(r−1)
(t−z)r−2e−θ(t−z), t ≥ z≥ 0,

parce que le Jacobian de la transformation est égal à 1. En utilisant ce résultat on trouve
immédiatement la densité conditionelle

fZ1|T=t(z) =
fZ1,T(z, t)

fT(t)
=

r−1
tr−1 (t−z)r−2, t ≥ z≥ 0,

sinon fZ1|T=t(z) = 0. Donc siT ≥ x on a

Eθ{S̃(x) | T}=
T∫

x

1· r−1
T

(1− z
T

)r−2dz= (1− x
T

)r−1,

sinonEθ{S̃(x) | T}= 0. Donc

S∗(x) = Eθ{S̃(x) | T}=
{

(1− x
T )r−1, si T ≥ x

0, sinon.

En fin on remarque que siT >> x, alors

S∗(x) = (1− x
T

)r−1 = exp{(r−1)ln(1− x
T

)}=

= exp{−(r−1)[
x
T

+o(
x
T

)]} ∼= exp{−r
x
T
}= Ŝ(x).

6. Pour toutx ∈ A et r = (r1, . . . , rn) ∈ σn on a :

P{R = r | X(n) = x}= lim
h1,...,hn↓0

P{R = r | x1 < X(1) ≤ x1 +h1, . . . ,x1 < X(n) ≤ xn +hn}=

= lim
h1,...,hn↓0

P{R1 = r1, . . . ,Rn = rn,x1 < X(1) ≤ x+h1, . . . ,xn < X(n) ≤ xn +hn

P{x1 < X(1) ≤ xn +hn, . . . ,xn < X(n) ≤ xn +hn}
}
=

= lim
h1,...,hn↓0

P{xr1 < X1≤ xr1 +hr1, . . . ,xrn < Xn≤ xrn +hrn}h1h2 . . .hn

P{x1 < X(1) ≤ x1 +h1, . . . ,xn < X(n) ≤ xn +hn}h1 . . .hn

=
f(xr1,...xrn)

f∗(x)
.

13. a)La statistique exhaustiveT =
n
∑

i=1
Xi suit la loi de Poisson de paramètrenλ (λ >

0) : T ∼ P (nλ). La fonction de répartition deT

G(k;λ) =
k

∑
i=1

(nλ)i

i!
e−nλ = P{χ2(2k+2)≥ 2nλ}= P (2nλ,2k+2),

où
P (x,n) = P{χ2(n)≥ x}.

On a

G(k−0,λ) =
k−1

∑
i=1

(nλ)i

i!
e−nλ = P (2nλ,2k) (k = 1,2, ...),
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G(k−0,λ) = 0, si k = 0.

Les fonctionsI etSdu théorème de Bolshev

I(λ;X) = P (2nλ,2T), siX 6= 0,

I(λ;X) = 0, siX= 0,

S(λ;X) = P (2nλ,2T +2).

La fonctionSest strictement décroissante pour toutes valeurs deT, la fonctionI est stricte-
ment décroissante pourT 6= 0.

On déduit du théorème de Bolshev queγ1-limite inférieure de confianceλi et γ2-limite
supérieure de confianceλs pourλ peuvent être trouvées des équations

P (2nλi ,2T) = γ1,

P (2nλs,2T +2) = 1− γ2

où

λi =
1
2n

χ2
1−γ1

(2T)

λs =
1
2n

χ2
γ2

(2T +2). (1)

Si T = 0, I(λ;X) = 0. Dans ce cas il n’existe pasλ tel queI(λ;X) ≥ γ1 > 1/2. On déduit
du théorème de Bolshev que

λi = inf
λ>0

λ = 0.

b) Pour obtenirγ-intervalle de confiance]λi ,λs[ pourλ il faut prendreγ1 + γ2 = 1+ γ dans
les formules (1) . Dans le casγ1 = γ2 on aγ1 = γ2 = (1+ γ)/2.
c) Si n = 1, T = X = 3, on a

λi =
1
2

χ2
1−γ1

(6), λs =
1
2

χ2
γ2

(6).

Pour obtenir0.95-intervalle de confiance il faut prendre

γ1 = γ2 = (1+0.95)/2 = 0.975.

On a

λi =
1
2

χ2
0.025(6) =

1
2

1.237= 0.6185,

λs =
1
2

χ2
0.975(8) =

1
2

17.535= 8.7675.

Si p0(λ) = e−λ, on a

λi < λ⇔ e−λi > e−λ, λs > λ⇔ e−λs < e−λ,

donc 0.95-intervalle de confiance pourp0(λ) est]Pi0,Ps0[ avec

Pi0 = e−
1
2χ2

0.95(8) = e−
1
215.507≈ 0.000431.
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Ps0 = e−
1
2χ2

0.05(6) = e−
1
21.635≈ 0.441.

14. a)Notons
T = X1 + ...+Xn.

La statistiqueT suit une loi gammaG(n; 1
θ) de paramètresn and1/θ :

P{T ≤ t}=
1

(n−1)!θn

∫ t

0
un−1e−u/θdu, t ≥ 0,

et doncT/θ suit la loi gammaG(n;1), et par conséquant

2T
θ

= χ2
2n.

Dans cet exemple les fonctionsI etSpeuvent être choisies de façons suivante

I(θ;X) = S(θ;X) = 1−P
(

2T
θ

,2n

)
.

Ces fonctions sont décroissantes enθ et du théorème de Bolshev il suit que les limites
inférieureθi et supérieureθs peuvent être trouvées des équations

1−P
(

2T
θi

,2n

)
= γ et 1−P

(
2T
θs

,2n

)
= 1− γ,

c’est-à-dire
2T
θi

= χ2
γ(2n) and

2T
θs

= χ2
1−γ(2n),

d’où on trouve que

θi =
2T

χ2
γ(2n)

et θs =
2T

χ2
1−γ(2n)

.

c) La statistique

Tr =
r

∑
k−1

X(k) +(n− r)X(r)

suit une loi gammaG(r; 1
θ), et par conséquantγ-intervalle de confiance pourθ est]θi ,θs[,

où

θi =
2Tr

χ2
1+γ

2

(2r)
et θs =

2Tr

χ2
1−γ

2

(2r)
.

Puisque la fonction de survieS(x;b) = e−x/θ1[0,∞[(x) est croissante enθ, nous avonsγ-
intervalle de confiance]Si ,Ss[ pourS(x;θ) avec

Si = e−x/θi et Ss = e−x/θs.

15. a)Il est clair que la statistique

T =
n

∑
i=1

Xi

suit une loi binomialleB(n,θ) de paramètresn et θ. La fonction de répartition deT est

G(k;θ) = Pθ{T ≤ k}=
k

∑
i=0

(
n
i

)
θi(1−θ)n−i =

390



I1−θ(n−k,k+1) = 1− Iθ(k+1,n−k), k = 0,1, ...,n−1,

G(k;θ) = 1, sik = n,

où Ix(a,b) est la fonction de répartition de la loi beta de paramètresa etb, et

G(k−0;θ) =
k−1

∑
i=0

(
n
i

)
θi(1−θ)n−i = 1− Iθ(k,n−k+1), k = 1,2, ...,n,

G(k−0;θ) = 0, si k = 0.

Les fonctionsI etSsont

I(θ;X) =
{

I1−θ(n−T +1,T), si T 6= 0
0, sinon,

S(θ;X) =
{

I1−θ(n−T,T +1), si T 6= n
1, si T = n.

On remarque queS(θ;X) est strictement décroissante enθ pourT 6= n, et I(θ;X) est stric-
tement decroissante enθ pour T 6= 0, et par conséquant du théorème de Bolshev il suit
que

I1−θi(n−T +1,T) = γ1 pour T 6= 0,

et donc
θi = 0, si T = 0,

I1−θs(n−T,T +1) = 1− γ1 pour T 6= n,

et donc
θs = 1, si T = n.

Donc,

θi =
{

1−x(γ1;n−T +1,T), si T 6= 0
0, si T = 0,

θs =
{

1−x(1− γ1;n−T,T +1), si T 6= n
1, si T = n,

oùx(γ1;a,b) est leγ1-quantil de la distribution beta de paramètresa etb.
16. b)Dans ce cas

I(X;θ) = F(X−0;θ) et S(X;θ) = F(X;θ).

Si X = 1 alors
I(1;θ) = F(1−0;θ) = F(0;θ) = 0.

Du théorème de Bolshev il suit que la limite inférieure de confianceθi pourθ du niveau de
confiance supérieur ou égal àγ1 est

θi = inf θ = inf ]0,1[ = 0.

Si γ1 = 1, alorsP{θi ≤ θ} = γ1, et doncθi = 0 est la limite inférieure de 1-confiance pour
θ. De l’autre côté la fonction

S(1;θ) = F(1;θ) = 1−θ, θ ∈]0,1[,
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est décroissante enθ et donc du théorème de Bolshev nous avons

S(1;θs) = 1− γ2,

d’où il s’ensuit queθs = γ2. Doncγ1 = 1 et γ2 limites de confiance pourθ sont 0 etγ2, et
γ-intervalle de confiance pourθ est]0,γ[, puisque pourγ1 = 1 l’égalité γ = γ1 + γ2−1 est
juste quandγ2 = γ.
17.La fonction de vraisemblance

L = exp{−(X1 +X2−2θ)}1{X(1) ≥ θ},

l = lnL = (2θ−X1−X2)1{θ≤ X(1)}.
l = max, si θ̂ = X(1), parce que sur l’intervalle]−∞,X(1)[ la fonctionl est croissante. On a

P{X(1) > x}= P{X1 > x,X2 > x}=




∞∫

x

e−(x−θ)dx




2

= e−2(x−θ), x≥ θ.

La fonction de répartition deX(1)

G(x) = FX(1)(x) = 1−e−2(x−θ), x≥ θ.

NotonsT = X(1). Les fonctionsI etSdu théorème de Bolshev

I(θ;X) = S(θ;X) = G(X(1)) = 1−e−2(X(1)−θ)

sont décroissantes, d’où on déduit que

1−e−2(X(1)−θi) = γ1,

1−e−2(X(1)−θs) = 1− γ2,

où

θi = X(1) +
1
2

ln(1− γ1),

θs = X(1) +
1
2

lnγ2.

L’intervalle ]θi ,θs[ estγ-intervalle de confiance pourθ si γ = γ1 + γ2−1.
La longueur de cet intervalle

θs−θi =
1
2
(lnγ2− ln(1− γ1)).

On chercheγ1 et γ2 tels que

γ1 + γ2 = 1+ γ, 0.5 < γi ≤ 1 (i = 1,2)

et pour lesquels la longeurθs−θi est minimale. on considèreθs−θi comme fonction deγ2.
la dérivée

(θs−θi)′ =
1
2
(lnγ2− lnγ2− γ)′ =
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1
2

(
1
γ2
− 1

γ2− γ

)
< 0.

cette fonction est décroissante, doncθs−θi = min si γ2 = 1 et γ1 = 1+ γ− γ2 = γ, d’où on
tire que

θi = x(1) +
1
2

ln(1− γ);

θs = x(1).

18. il est évident queyi−θ suit la loi uniforme sur [-1,1], d’où il suit que la répartition
de la variable aléatoire

t = x1 +x2−2θ = y1 +y2

ne dépend pas deθ. il est facile à montrer que

g(y) = p{t ≤ y}=





0, y≤−2,
1
8(y+2)2, −2≤ y≤ 0,

1− (y−2)2

8 , 0≤ y≤ 2,
1, y≥ 2.

la fonction
g(t) = g(x1 +x2−2θ), θ ∈ r1,

est décroissant enθ. du théorème de bolshev il s’ensuit que les limites de confiance, infé-
rieure et supérieure, de niveau de confianceγ1 et γ2 respectivement (0.5 < γi ≤ 1) vérifient
les équations

g(x1 +x2−2θi) = γ1 et g(x1 +x2−2θs) = 1− γ2,

d’où nous trouverons

θi =
x1 +x2

2
−1+

√
2(1− γ1) et θs =

x1 +x2

2
+1−

√
2(1− γ2).

il est facile à montrer que pourγ = γ1 + γ2−1 donné la fonction

θs−θi = 2−
√

2(1− γ1)−
√

2(1− γ2)

prend sa valeur minimale (considérée comme fonction deγ1, 0.5 < γ1≤ 1) quand

γ1 =
1+ γ

2
.

dans ce casγ2 = 1−γ
2 , et donc leγ-intervalle de confiance le plus court pourθ est ]θi ,θs[

avec

θi =
X1 +X2

2
−1+

√
1− γ et θs =

X1 +X2

2
+1−

√
1− γ.

22.La fonction de vraisemblance est :

L(X;θ) = θnexp

{
−θ

n

∑
i=1

Xi

}
1{X(1) > 0}.

Le rapport de vraisemblance sera supérieur à c :

L(X;θ)/L(X;θ0) =
(

θ
θ0

)n

exp

{
−(θ−θ0)

n

∑
i=1

Xi

}
> c
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si et seulement si
n

∑
i=1

Xi > c1

oùc1 est une constante. On a utilisé le fait queθ < θ0. On cherchec1 tel que :

α = Pθ0

{
n

∑
i=1

Xi > c1

}
= Pθ0

{
2θ0

n

∑
i=1

Xi > 2θ0c1

}
= P

{
χ2(2n) > 2θ0c1

}
,

d’où
2θ0c1 = χ2

1−α(2n)

et donc

c1 =
1

2θ0
χ2

1−α(2n).

Le test ne dépends pas deθ, donc il est UPP pour l’alternativeθ < θ0. La fonction de
puissance est :

β(θ) = Pθ

{
n

∑
i=1

Xi > c1

}
= Pθ

{
χ2(2n) > 2θc1

}
= P (2θc1,2n) = P

(
θ
θ0

χ2
1−α(2n),2n

)
,

oú P (x,n) = P
{

χ2(n) > x
}

. β(θ0) est décroissante,

lim
θ→0+0

β(θ) = P (0,n) = 1, β(θ0) = α.

Figure 1.
Le test est biaisé pour l’alternativesθ > θ0.

23.La fonction de vraisemblance est

L(X;θ) = const·exp

{
−1

2

n

∑
i=1

(Xi−θ)2

}
.

Le rapport de vraisemblance sera supérieur à c :

L(X;1)/L(X;0) = exp

{
−1

2

n

∑
i=1

[(Xi−1)2−X2
i ]

}
= exp

{
n

∑
i=1

(Xi−1/2)

}
> c
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si et seulement si

X̄ =
1
n

n

∑
i=1

Xi > c.

Les risques de première et deuxième espèce sont :

α = P0{X̄ > c} ≤ 0.01,

β = P1{(X̄ ≤ c} ≤ 0.01.

Si θ = 0, X̄ ∼ N(0, 1
n),
√

nX̄ ∼ N(0,1).
Si θ = 1, X̄ ∼ N(1, 1

n),
√

n(X̄−1)∼ N(0,1).

Donc
1−Φ(

√
nc)≤ 0.01

Φ(
√

n(c−1))≤ 0.01

où √
nc≥Φ−1(0.99)√

n(c−1)≤ 1−Φ−1(0.99).
(1)

Notonsa = Φ−1(0.99)≈ 2.326, m=
√

n. Il faut trouver le plus petitmvérifiant

mc≥ a,

m(c−1)≤−a,

où
c≥ a

m
, c≤ 1− a

m
. (2)

Figure 2
La fonction g(m) = a

m est décroissante, la fonctionh(m) = 1− a
m est croissante. On

cherche le point d’intersectionm∗ :

a
m

= 1− a
m

,
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doncm∗ = 2a≈ 4.652.

lim
m→∞

g(m) = 0, lim
m→∞

h(m) = 1, lim
m→0+0

g(m) = +∞,

lim
m→0+0

h(m) =−∞; h(m) = 0, si m= a≈ 2.326.

Dans la région hachurée (figure 2) les inégalités (1) sont vérifiées.

Parce que
2·2.325< m∗ < 2·2.33

et
21.6 < (m∗)2 < 21.8,

le plus petit nombre naturel pour lequel les inégalités (1) sont vérifiées estn= [(m∗)2]+1=
22.
24. La fonction de vraisemblance est

L(θ) =
1
θn1{0≤ X(1) ≤ X(n) ≤ θ}.

a)H : θ = θ0, H̄ : θ > θ0.
On cherche le test pur de Neyman-Pearson de niveauα :

ϕ(X) =
{

1, si L(θ) > kL(θ0)
0, sinon

Si X(n) ≤ θ0, l’inégalité
L(θ) > kL(θ0) (1)

est vérifiée pourk > 0, si et seulement si

(
θ0

θ

)n

> k.

Si X(n) > θ0, l’inégalité (1) est toujours vérifiée. Prenonsk <
(

θ0
θ

)n
:

α = Pθ0{X(n) ≤ θ0}+Pθ0{X(n) > θ0}= 1+0 = 1.

Il n’y a pas de test pur de niveauα < 1.

Prenonsk≤
(

θ0
θ

)n
:

α = Pθ0{X(n) > θ0}= 0.

Il n’y a pas non plus de test pur de niveau de significationα. On cherche le test randomisé
de Neyman-Pearson

ϕ(X) =





1, si L(θ) > kL(θ0),
γ, si L(θ) = kL(θ0),
0, sinon.

(2)

Si X(n) ≤ θ0, l’égalité
L(θ) = kL(θ0) (3)
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est vérifiée pourk > 0 si et seulement si
(

θ0

θ

)n

= k.

Si X(n) > θ0, l’égalité (3) n’est pas vérifiée. Prenonsk =
(

θ0
θ

)n
:

ϕ(X) =
{

1, X(n) > θ0,
γ, X(n) ≤ θ0,

car l’égalité (1) est vérifiée siX(n) > θ0.
Le niveau de signification est :

α = Eθ0ϕ(X) = Pθ0{X(n) > θ0}+ γPθ0{X(n) ≤ θ0}= γ.

Donc on a

ϕ(X) =
{

1, X(n) > θ0,
α, X(n) ≤ θ0.

D’après le lemme de Neyman-Pearson le testϕ est UPP car il ne dépend pas deθ > θ0.
b) H : θ = θ0, H̄ : θ < θ0. On cherche le test pur de Neyman-Pearson.

Si X(n) ≤ θ, l’inégalité (1) est vérifiée pourk > 0 si et seulement si
(

θ0

θ

)n

> k.

Si X(n) > θ, l’inégalité (1) n’est pas vérifiée.

Prenonsk <
(

θ0
θ

)n
. Dans ce cas

ϕ(X) =
{

1, X(n) ≤ θ,
0, sinon,

et

α = Pθ0{X(n) ≤ θ}=
(

θ
θ0

)n

.

Le niveau de signification estα pour l’alternativeθ1 = θ0α1/n. Sous cette alternative

ϕ(X) =
{

1, X(n) ≤ θ0α1/n,
0, sinon.

Dans le cas d’autres alternatives cherchons le test randomisé (2).
Si X(n) ≤ θ, l’égalité (3) est vérifiée si et seulement si

(
θ0

θ

)n

= k.

PourX(n) > θ, l’égalité (3) n’est pas vérifiée.

Prenonsk =
(

θ0
θ

)n
. Le test de Neyman-Pearson donne

ϕ1(X) =
{

γ, X(n) ≤ θ,
0, sinon,
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α = Eθ0ϕ1(X) = γP{X(n) ≤ θ}= γ
(

θ
θ0

)n

,

γ = α
(

θ0

θ

)n

.

L’inégalité γ≤ 1 est vérifiée siθ≥ θ0α1/n.
Le test de Neyman-Pearson n’existe pas quandθ < θ0α1/n.

Pourθ≥ θ0α1/n

ϕ(X) = α
(

θ0

θ

)n

.

On cherche la puissance deϕ et ϕ1 pourθ≥ θ0α1/n’ :

Eθϕ(X) = Pθ{X(n) ≤ θ0α1/n}=

(
θ0α1/n

θ

)n

=
(

θ0

θ

)n

α,

Eθϕ1(X) = α
(

θ0

θ

)n

Pθ{X(n) ≤ θ}=
(

θ0

θ

)n

α.

La puissance deϕ est la même que la puissance du test le plus puissantϕ1 pour l’alternative
θ≥ θ0α1/n. Si θ < θ0α1/n

Eθϕ(X) = Pθ{X(n) ≤ θ0α1/n}= 1.

Donc, le testϕ est le plus puissant pour toutes alternativesθ > 0.
c) On a obtenu que le test

ϕ(X) =
{

1, X(n) > θ0

α, X(n) ≤ θ0

est le plus puissant pour l’alternativeθ > θ0 et le test

ϕ0(X) =
{

1, X(n) ≤ θ0α1/n

0, sinon

est le plus puissant pour l’alternativeθ < θ0 et les puissances de ces tests

Eθϕ(X) = Pθ{X(n) > θ0}+αPθ{X(n) ≤ θ0},

Eθϕ0(X) = Pθ{X(n) ≤ θ0α1/n}.
Définissons

ϕ2(X) =
{

1, si X(n) > θ0 ouX(n) ≤ θ0α1/n

0, sinon.

Ce test a le niveauα car

Eθ0ϕ2(X) = Pθ0{X(n) ≤ θ0α1/n}= α.

La puissance deϕ2 :

Eθϕ2(X) = Pθ{X(n) > θ0}+Pθ{X(n) ≤ θ0α1/n}.
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Si θ < θ0

Eθϕ2(X) = Pθ{X(n) ≤ θ0α1/n}= Eθ0ϕ0(X),

si θ > θ0

Eθϕ2(X) = Pθ{X(n) > θ0}+α
(

θ0

θ

)n

=

Pθ{X(n) > θ0}+αPθ{X(n) ≤ θ0}= Eθϕ(X),

ϕ2 est le test UPP pour l’hypothèseH : θ = θ0 contre l’alternative bilatéralēH : θ 6= θ0.
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V.Bagdonavǐcius and M.Nikulin . (1999). “Model Buildings in Reliabilty", In :Proba-
bilistic and Statistical Models in Reliability, (Eds. N. Limnios and D. Ionescu), Boston :
Birkhauser, 51-74.
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